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AVANT-PROPOS. 
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« Dans ces derniers temps, le développement des fonctions 
en séries a beaucoup occupé les géomètres; mi ferait un ou- 
vrage considérable, si Von se proposait de rassembler tout ce 
qu'ils ont écrit sur ce sujet. » 

Ces paroles d'un savant célèbre expliquent, mieux que je ne 
le pourrais faire, les omissions nombreuses de ce Traité élé- 
mentaire des séries : mon unique désir étant d'être utile aux 
jeunes gens peu familiarisés avec l'Analyse infinitésimale, en 
leur rendant accessible l'une des théories les. plus fécondes et 
les plus délicates des Mathématiques, j'ai dû passer sous silence 
tout ce qui suppose, chez le lecteur, une connaissance assez 
approfondie du Calcul différentiel et du Calcul intégral; par 
exemple, les séries de Lagrange, d'Euler, de Fourier; les tra- 
vaux dans lesquels Legendre, Poisson, Binet, Cauchy, Dirichlet, 
Malmstein et tant d'autres géomètres ont appliqué les intégrales 
définies à la sommation des séries ; etc. 

Malgré ces lacunes regrettables, on s'assurera aisément, en 
parcourant les cent trente-^deux pages composant cet opuscule, 
qu'il renferme beaucoup plus de choses qu'on ne serait, au pre- 



VIII AVANT-PROPOS. 

mier abord, tenté de le croire. Si^ comme j*ose l'espérer, il est 
favorablement accueilli par les Géomètres , les Professeurs et 
les Élèves, j'essayerai peut-être, quelque jour, de réaliser le 
programme, ou plutôt le vœu formulé par le savant et respeo- 
table Lacroix. 

Paris, 15 février iseo. 
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CHAPITRE I. 

PRÉLIMINAIRES. 

1. Définition. On appelle série une suile indéfinie de termes pro- 
cédant suivant une loi déterminée. 

D'après cette déCnition, Ton doit toujours pouvoir calculer un terme 
de rang donné, soit directement, soit au moyen des termes qui le 
précèdent {*), Autrement dit, si les termes d'une série sont dési- 
gnés par 

Wn Wt» W3, w„, . 

le terme général n„ est fonction de n. 

2. Diverses espèces be sébies. Désignons par S^, '^ somme des 
n premiers termes d'une série, savoir : 

Sn = Wi + W2 + W3+ 4-W„. 

Cette somme, aussi bien que u^, est une fonction de n. G)la posé, 
trois cas peuvent se présenter : 

1^ Si la somme S„ des n premiers termes tend vers une limite finie 
et déterminée S, lorsque le nombre n crott indéGniment, la série est 
dite convergente; 

2^ Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand la somme $„ peut 

n Par exemple, le vingt-neuvième terme de la progression 

3, 7, 11, 15, 

pçut être obtenu, soil directement, au moyen de la formule tii»=3+4(n— 1), soit par 
des additions successives. 
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croître (en valeur absolue) au delà de toute limite, on dit que la série 
est divergente ; 

3* Enfin, s*il arrive que la somme S„, sans croître au delà de toute 
limite, nait pa$ de limite déterminée, la série n'est m convergente ni 
divergente : on peut lui donner le nom de série indéterminée {*). 

3. D'après ces définitions, une progression par quotient, illimitée 
et décroissante, est une série convergente; une progression par quo- 
tient, illimitée et croissante, est une série divergente; enfin la pro- 
gression 

+1, —1, +1, —1, +1, ..., 

dont le terme général est ( — 1 )"""*, constitue une série indéterminée; 
car S„ égale 1 ou 0, suivant que n est impair on pair. 

4. Les séries convergentes sont les seules qu'il soit utile de consi- 
dérer, .parce que les autres séries ne peuvent représenter aucune quan- 
tité (**). Il est donc nécessaire de savoir reconnaître si une série 
proposée est convergente ou non convergente. C'est à quoi l'on par- 
viendra, presque toujours, en appliquant les règles démontrées dans 
le chapitre suivant. 

(*) La plupart des auteurs font rentrer celle troisième espèce de série dans la caté- 
gorie des séries divergentes. Celle plassiûcaiion nous paraît conlraire à Télymolugie ai à 
la signiticaiion habituelle du mot divergent, La dénomination de série indéterminée a été 
proposée par M. L. Olivier {Journal de Crelle, t. II). 

(**) Il y a plus ; les expressions : limite d''une série, somme d'une série, n'ont évidemment 
aucun sens, lorsque la série n'est pas convergente. On peut donc s'étonner que de savants 
géomètres aient énoncé les propositions suivantes : 

1— l-h 1— H- 1— 14- = - (Lacroix, Calcul intégral, t. III, p. 346) ; 

1— 2-*-3— 4-H5— 6H- =i{/ôfd.); 

4 

1— 1.2-J-1.2.3— 1.2.3.4-h =0,40362836 (/6id., p. 390); 

cosç— cos2<p-HîOs3<p— cos4cp-f- = - (Poisson, Journal de l'École polytechnique, 

^ t. XI, p. 313); 

2 
l_l-t-l-.H-l— l-H =7 (Prehn, J. (te Crcife, t. XLI); 

lï_2H-3«— 4*4-5«— 6«-+- =0 (Simonof, Mémoire sur les séries des nombn 

aux puissances harmoniques); 

etc. 



CHAPITRE IL 

THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCK. 

Théorèmes généraux. 

5. Théorème I. Dans toute série convergente , le terme général a 
pour limite zéro. 

Démonstration. Désignons par S la limite vers laquelle tend la 
somme S„ des n premiers termes, et par R„ le reste de la série; en 
sorte que 

Changeant n en n — 1 , nous aurons 

Ces deux égalités, retranchées membre à membre^ donnent 

w„+R„— R„-.i=0. 

Hais, lorsque n croit indéfiniment, les restes R^^, R^,., tendent vers 

zéro ; donc 

/im w„ = (*). 

6. Théorème II. Dans toute série convergente, la somme d'un 
nombre quelconque de termes consécutifs a pour limite zéro. 

Démonstration. Conservant les notations du numéro précédent, 
représentons par S^^p la somme des n+p premiers termes ; nous 
aurons 

S„+R„=S, S„^p-|-R;,^p= S. 

Ces deux équations donnent 

M„+i + w„+2+ + Wn-hp+ R«+p— Rii=0 ; 

(*} Il est bon de remarquer, à propos de cette |)roposilion fondamentale, que la oati- 
wrgence ne dépend pas des premiers termes : la série 

^■"T"^T:i"îX3"*"- • 

dont les termes, abstraction faite du signe, vont d'abord en augmentant, est convergente. 
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puis, si le nombre n croit indéfiniment, 

lim (m„+, + w„+2+ + ^n-i-p)= 0- 

7. Rémarques. J. L'énoncé et la démonstration du dernier théo- 
rème supposent que le nombre p des termes consécutifs est constant : il 
peut, d'ailleurs, être aussi grapd qu'on le veut (*). 

IL Les théorèmes précédents expriment deux conditions aux- 
quelles satisfont toutes lès séries convergentes. Conséquemment, toute 
série qui ny satisfait pas ne saurait être convergente. Nous démon - 
treronâ plus loin que ces conditions, nécessaires, sont loin d'être 
suffisantes (**). 

m. I^e second théorème est une conséquence du premier ; car si des 
quantités, en nombre limité, tendent chacune vers zéro^ leur somme a 
pçur limite zéro. Il résulte de là que 5/ les ternies d*une série, conver- 
gente ou divergente, ont pour limite zéro, on en peut toujours trouver 
p consécutifs dont ta somme soit inférieure à un nombre donné $. 

En effet, pour satisfaire à l'inégalité 

, ______^ ^ * 

(*) Xki verra lout à l'heure que, sous une certaine condilion, le nombre p peut être va- 
riable et indéfiniment croissant, • 

(**) Cest donc par inadvertance que, dans un fort bon Traité do Calcul difïérentiel, 
on a énoncé et démontré la proposition suivante : 

« Pour qu'une série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste en ce 
que la somme d*un nombre quelconque de termes au delà du n', Un, soif aussi petite que Von 
voudra, si n est suffisamment grand. » 

Celte proposition fausse, que Ton retrouve dans la plupart des Traités d'Algèbre ou de 
Calcul différentiel, a élé énoncée d'abord, chose extraordinaire! par l'éminent géomètre 
à qui l'on doit leè premières recherches sur la convergence des si'ries. On lit, en effet, 
dans les Exercices de Mathématiques (t. II, p. 221) : 

« D'après ces principes, i)Our que la série soit convergente, il est nécessaire cl il suffit 
qne les valeurs des sommes 

Sn , Sn-^i , Sn+i , 

correspondantes à de très-grandes valeurs de n, diffèrent très-peu les unes des autres, 
ou, en d'autres termes, il est nécessaire et il suffit que la différence 

Sn+m-- Sn = Unrh Un+l -H + Wn-t-m— 1 

devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre n une valeur infiniment grande, 
quel que soit d'ailleurs le nombre entier représenté par m. » 

- Nous avons souligné ce qui (si nous avons bien compris les paroles de rilliisire auteur) 
^ - ' ' constilui? la proposition fausse dont nous parlions lout à riicurc. 
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dans laquelle tous les termes sont supposé» positifs, il suffit de rendre 

chacune des parties du premier membre moindre que ~ {*). 

IV. Il y a celte différence entre les séries convergentes et les séries 
divergentes, que, dans toute série convergente, la sommede p termes 
consécutifs tend vers une limite y quand le nombre p augmente indéfi- 
niment, et que, dans les séries divergentes y cette somme croît indéfi-- 
niment avec p, quel que soit le rang du premier des termes considérés. 
Ces deux propriétés, que Ton pourrait regarder comme évidentes, ré- 
sultent, très-simplement, des principes précédents. 

En effet, si la série est convergente, on a 

; 

puis, en supposant n constant et p variable, 

/im(S;,+p— S«)— R„ = 0, 
ou lim {Sn+p— S„) = S — S„ . 

Au contraire, la série étant divergente, la somme S^^p peut dépasser 
toute limite ; et il en est évidemment de même pour {Sn-hp — ^n) {**)• 

8. Théorème III. Dans toute série convergente, la somme d'un 
nombre indéfiniment grand (***) de termes consécutifs tend vers zéro, 
lorsque le rang du premier de ces termes augmente indéfiniment. 

Démonstration. Dans Téquation 

{Un^i + Un+2+ + tl„+p)+R«+p R|i=0, 

supposons que_p soit une fonction de n, qui devienne infinie avec 
cette variable. Nous aurons, en passant à la limite, 

lim (M;,+ 1+ W;,+2+ + Un+p)=0, 

absolument comme dans le cas oii p était supposé constant (6). . 



* (*) Dans la pla[)art des cas, les termes de la sôrie vont en décroissant, du moins à 
partir d**. l'un d*eux. S'il en est ainsi, llncgalilé ci-dessus sera vérifiée dès que Ton aura 

Wn+1<-. 
P 

(**) Toujours en supposant n constant. 

(**') Indéfiniment grand signifie ici : gtir croit indéfiniment. 
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9. Remarque. Cette proposition , beaucoup plus générale que le 
Théorème II, n'exprime pourtant pas une propriété qui appartienne 
exclusivement aux séries convergentes. Pour le montrer sur un exem- 
ple simple^ considérons la série divergente 

En supposant p=:n, nous aurons 

i * 

Sn+p S„= -f- + 



Tous les termes du second membre sont moindres que -j- ; donc 



nln 



i 



et, conséquemment, lim {S^^p — S„) = 0. 

Ainsi, la somme d'un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs 
peut avoir pour limite zéro, sans que la série soit convergente (**). 

10. Théorème IV. Si les termes d'une série sont, en valeur absolue, 
respectivement moindres que ceux d'une série convergente dont tous les 
termes ont même signe, la première série est convergente. 

Démonstration. Décomposons la somme S^ des n premiers termes 
de la série convergente en deux parties a^, &«,• a„ représentant l'en- 
semble des termes correspondant aux termes positifs de la première 
série, et 6„ la somme de ceux qui correspondent aux termes négatifs 
de celle-ci. Désignons par S'„, a'„, 6'„les quantités analogues, rela- 
tives à la première série. Nous aurons 

S'n = un — b'n , S„= a„ -f- 6„ . 

La seconde série étant convergente, les sommes positives crois- 
santes a„, bn ont des limites a> (3 ; donc les sommes positives crois- 
santes a'n, b'n, respectivement moindres que les premières, ont de! 
limites oc, |3'; et la somme S'„ a pareillement une limite, égale 

{*) Voir plus loin, n*» 29. 

'**) Cette proposition justifie ce «|ue nous avons dit ci-dessus (n» 7). 
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11. Remarques. I. Il est évident que le même théorème subsiste 
lorsque les ternies de la première série sont égaux à ceux de la se- 
conde, respectivement multipliés par des quantités positives ou néga- 
tives quelconques, mais finies. 

IL Si la série convergente donnée n'avait pas ses termes de même 
signe, la proposition pourrait être en défaut : en effet, la difTérence 
an — &it peut avoir une limite, bien que les sommes a,,, &„ croissent 
indéfiniment (*). 

12. ArFLiGATiONS. L La série ê 

l-4-.i J-J-J î U.. ..H î h 

dont les termes, à partir du quatrième, sont respectivement moin- 
dres que ceux de la progression 



11 1 



est convergente (**). 

IL La série 

111 1 

1 ^1.2^1.2.5^ ■^1.2.3...(n— 1) "^ 

est convergente (***) . 
III. La série 

. g+c (o+c)(2a+c) (a-|-c)...(n^o+c) 
■+" 6+c "^ (6+c) (26+c) "*" ■+"(6^-c)...(n=î64.c)"^ ' 

dans laquelle a, b, c sont des quantités positives, est convergente si a 
est inférieure à h. Dans le cas contraire y elle est divergente. 

(*) Par exemple, ainsi qu'on le verra plus loin, la série 



est convergente, et la série 



1 l_i . 1_^ 1 



11111.11 

--4 ! 1 h-H 1 h. 



I • • • < 



est divergente. 

(*") La somme de cette série, ordinairement désignée par la lettre e, est la base des 
logarithmes népériens. 

(**•) Elle a pour somme -. 

e 
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En effet, dans Iç premier cas, les termes sont, à partir du troi- 
sième» respectivement moindres que ceux de la pragii^ssion décrois- 
sante 



»+5S + fâ'+ +(^)"+-" (•>' 



etc. 



Règlef de oonvergenoe. 



13. Théorème V. Une série est convergente sij à partir éw certain 
rang, le rapport d'un terme au terme précédent, pris en valeur absolue, 
est constamment inférieur à un nombre donnée moindre que l'unité. 

Démonstration.' D'après le Théorème IV, ii suffit de considérer le 
cas où .tous les termes sont positifs. Or, si Ton a 

<^QCi '^0^» j ^^> » 

a étant une constante positive, inférieure à Tunité, il en résulte que 
les termes 

sont respectivement moindres que les termes de la progression dé- 
croissante 

aUn, OL^n^ , cfUn, ' 

Et comme cette progression forme une série convergente, il en est 
de même pour la série proposée. > 

14. Remarques. I. Ordinairement ce théorème peut étr0 énoncé 
ainsi : Une série est convergente, si le rapport d*un terme au terme 
.précédent, pris en valeur absolue, tend vers une limite moindre que 
Vunité. 

II. Cependant la première proposition est plus générale que la 

seconde : il peut arriver, en effet, que le rapport -^ n'ait pas de 



^ 



(•) A cause de 



wo-Hc a-f-c 
nSnPc 6 + c 



• 



• 



J 
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limite déterminée. C'est ce qui a liea , par exemple, pour la s^rie 

■ 

dans laquelle on suppose 

0<fc<l, 0<(p<7r. 
Celte série est convergente, car le rapport 

«H+i , sin'(n-f'l)? 

lin 4+*cos*(n-Hl)ç 

est inférieur à k (*). 

III. Si tous les termes ont même signe, et que le rapport ^^ ait 

pour limite Vunité, la série peut être divergente (**). 

IV. En conservant les notations précédentes, et en supposant tous 
les termes positifs, on a 

oc 

En effet, les inégalités 

Wn+i<aWii» «n+2<aX» «n+3<aX» 

donnent 

R«<«w„(l-f-a+a*4- ); 

etc. 

15. Applications. L La série exponentielle 

- 05 , CD* 05*""* 

est convergente, quel que soiti (***). 
En effet, 

«*« n 

(*) Excepté pour les valeurs de n qui donoeraient sIq* (n+1 ] 9 = 1. Mais, dans ce cas, 
l*arc V sérail commensurablo avec la circonférence; et, à cause de sin (Sn+S)?=0, la 
série se réduirait à un polynôme. 

(**) Ceci sera prouvé plus loin. 

(•••) La somme de ce«e série est ««. 
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II. La série logarithmique 



est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre +1 et — 1 . 
Effectivement, 

Wn n-4-1 



donc, en valeur absolue, 






III. La série du binôme 

i"t-|^-t- 4 2 ^^ ^ 1.2.3.. .(n-l) ^ ^ 

esi convergente lorsque la variable x 6S( comprise entre +1 af — 1. 
Dans ce cas, 

Mn+i m— n+i n — w — ^1 

Un n n 

donc 

U„+i 



Un 



et, en valeur absolue^ 






16. Théorème VI. Une série 

W1 + W3 + M3+ + Un+ 

est convergente ou divergente , suivant que la valeur absolue de ^«^ 
tend vers une limite 1 inférieure ou supérieure à Vuniti. 

Démonstration. Soit a une quantité comprise entre 1 et A. Dans 



(*) On verra plus loin que celle série est convergente pour a;=— 1, divergente pour 
a;=-Hl. "■' 

(•*) Celle série, développement de (l+a?)»*, est encore convergente lorsque a? =±1, 
m, étant positif, ou lorsque a; = l, m étant compris entre et — 1 {Comptes rendus de 
l* Académie des sciences, 26 octobre 1857). 
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le premier cas, à partir d'une certaine valeur den, on aura (toujours 
en valeur absolue) 



donc la série est convergente (Théor. III). 

Dans le second cas, les termes de la série pourront être rendus 
constamment plus grands que ceux d*une progression croissante; 
donc, etc. 

17. Application. La série 



'X + l 

a \a-hi 



4H^A+ +(ï^')"+ 



est convergente ou divergenle, suivant que x est, en valeur absolue, 
inférieur ou supérieur à l'unité (*). 
On a effectivement 

lim'l/un^x. 

18. Théorème VII. Si les termes décroissent indéfiniment, et qu'ils 
soient alternativement positifs et négatifs, la série est convergente • 

Démonstration. Soit la série 
dans laquelle nous supposons 

Wi>M,>U3> >W„.,>M;,>ttn+i> >0 (**), 

et, en outre, 

limun = 0. 



r) On suppose a positif, ou au moins négatif non entier. 

(**) Si les premiers termes ne satisfaisait'iil pas à ces conditions, on représenterait par 
Mi le terme à partir duquel, la série devenant régulière, elles sont vérifiées. Par exemple, 
dans le cas de la série 



10 10* 10» 



citée plus bant (5), ou ferait 



10^0 10*1 10 10* 

' t.4.3...10' » l.«.3...11 11 * tl.l2 * 



' _' » 
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Siy poar fixer les idées, nous supposons n 'gair, nous aurons : 

Sj = tli — «2, 

• 83= (Mi — Wj) + M3='Mi— (tlj— Uj) , 

S4=(Wl — W2)+(W3 — tl4)=tti— (m,— Mj)— W4, 

t 

S„=:(Mi— Mj) + (m,— «3) + +(M„_,_ti„), 

= «1— («2— M3)— (tl4— M«}— ~(Wn-2— W,,.,)— M«. 

Ainsi, les sommes de rang impair vont en diminuant, et les autres 
vont en augmentant. D'ailleurs, la différence 

â pour limite zéro ; donc ces diverses soiinm^% ont une limii^ commune 
S, comprise entre deux sommes consécutives quelconques. 

19. Remarques. L Si les termes, alternativement positifs et né- 
gatifs, et décroissants, tendaient vers une limite X différente de zéro, 
la série serait indéterminée. En effet, les sommes S^, S,, S5, ... S^j.i 
iraient encore en diminuant, et les sommes S,, S4, ..., S;,, respec-- 

m 

tivement moindres que les premières, iraient encore en augmentant; 
en sorte que les unes et les autres auraient des limites. Mais, à 
cause de Itm «„= lim (S„_| — S„)= A , 

on aurait lim S„_i — lim S„ = A. 

Ainsi, la limite des sommes de rang impair serait égale à la limite 
des sommes de rang pair, augmentée de 1 (*). 



(*) Soit la série 



2 3 4 5 2n 2n+l 

1 2 3 4 2n— 1 2» ' 



auquel cas , lim t<n=l. 

^ /2 3\ /i 5\ . / 2n 2n-+-!\ 



~'l.2'*'3.4"^ "*"(2n— 1)2» 

, 111 1 1 

2^3 4 *" ' 2»-.! 2n' 



<looc <tmSii=±:{9. 






/ 
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20. Théorème VIII. Les mêmes choses étant posées que dans le ^ 
Théorème VII, V erreur e que Von commet en prenant la somme S^ , au 
lieu de sa limite S, est inférieure au terme n^+i qui suit celui auquel 
on s'arrête. 

« 

Démonstration. V Si n est pair, on a 
d'où s — S„< S„^,^— S„ , 

i 

c'esl-à-dire s<w„^.i. 

2"^ n étant impair, on a 

Sn > S > Sji+i ; 
puis S„ — S<S„— S;h-i; ' 

eten6n s<[^n4-i- 

21. Jtemarqu^. L'erreur e, prise positivement ou négativement, 
suivant que n est pair ou impair, est égale au reste R;, ^^ 1^ série. 

22. Théorème (X. Une série composée de termes positifs et de termes 
négatifs est convergente si les groupes successifs, formés par des termes 
de même signe, diminuent indéfiniment. 

Démonstration. Supposons que la série se compose d*un certain 
nombre de termes positifs, suivis d'un certain nombre de termes né- 
gatifs, suivis, à leur tour, d.'un certain nombre de termes positifs, etc. 
Représentons par g^ la somme des termes formant le premier groupe, 
par — g^ la somme des termes formant le deuxième groupe, etc. Le 
terme général Un appartient à un certain groupe gi; par conséquent, 
la somme S„ est comprise entre 

91—91+93— ±ff»-i 

et 9i — gi+gz — ••••.•±fft-i=FSfi- 

D'un autre côié, ' * , 

"■"*"" T \2 3/ li 5/ \2n~2 2fi— 1/ 

'"^'^[Jl'^rb'^ ■^(2n-2)(2n-l)J. 

=2-r---+-- +- -i 

. L2 3^4 ^2n— a 2»— ij' 

donc lim Sn-i= 2 — (1— Z 2) , 

ou lim Sn-i = H- lim S„. 
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D'après le Théorème VU, ces deux sommes ont une limite com- 
mune S. Donc aussi 

/tmS„=S. 

25. Application. La série 

est convergente. 
En effet : 

l-De 91=1^ î/«=2 + 5' î^3=:j+H + 6^ 



_ 1 i . i 



ff*<«Tf:-i; ' 



on conclut 

puis limgi=:0. 



2 



o 



_r__2 2 1 . , r_2__ 2 "I _ 2_ 

= ** 1 {i«— 1+2) (••+»H-2) "*" "*" (ÎM-«; (»'+3») 1 ~ (t+l ) (»-t-2) ' 

4 2 

donc S.— 3.+. > (,.^^) (,-^.3) — (,+iK,.,.i) ; 

ou g'-g»+->(.>2H.-+5i' 

quantité positive. 

24 • Théorème X. Zes mêmes choses étant posées que dans le Théo- 
rème IX, terreur que Von commet en prenant la somme des i premiers 
groupes, au lieu de sa limite S, est inférieure au groupe de rang i+1. 
La démonstration est semblable à celle du Théorème VllK 
23. Lemme I. Si f(x) est une fonction positive et croissante, dont 
la dérivée soit décroissante, on a 

f{x+h)--f{x)<hr{x) (1), 

f{x)-f{x-h)>hr{x) (2). 
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Ces deux inégalités, qui deviennent évidentes au moyen d'une 
figure, peuvent aussi se démontrer comme ii suit : • 

Soient 

>f(h)=f{x+h)-f{x)^hnx), ^{h)=f{w)-f{x-h)-hf{xy, 

d'où 

^'ih)=^n^+h)-r{x), m= r(^-*)-r(*)- 

D'après la seconde hypothèse, ^ 

?(A)<0, f(/i)>0. 

La fonction (f{h)^ ayant une dérivée négative, est décroissante. 
D'ailleurs, elle s'annule avec h; donc, etc. 

26. Lemme il Soit f (x) une fonction positive et indéfiniment dé-- 
croissante, du moins à partir de x = a — 1; soit F(x) la fonction pri-- 
mitive de f(x). On a 

f{a)+f{a+l) + +/-(a+n— l)>F(a+n)— F(a) (3), 

/(a)+/(a+l)+ -i-/-(a4.n— l)<F(a+n— 1)— F(a— 1) (4). 

Les inégalités (1) et (2) donnent 



f(^a: + nh) — f{x)<h[f{x)+f{x+h)+ +f{x+n—lh)l 

f(^a:+^ii^h)—f{x—h)yh[f{x)+f{x+h)+ +f\x+ri^h)]. 

Remplaçant f par F, f par f, x par a, et h par 1, on a les inéga- 
lités (3), (4). 

27. Remarques, I. Ce second lemme est évident à l'inspection de 
la figure ci-contre (*). 




(•) Cetle méthode très-simple a été employée par M. L. Olivier {J<mmal dt CrtU», 
t. II). 
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II. Si F(a?) devient in6nie pour 3; = a — 1, on remplace Tinéga- 
lifé (4) par (?elle-ci : 

f{a+i)+f{a+2)+ +/'(a+n)<F(a+n)— F(a), 

qui équivaut à 

f{a)+f{a+l)+ +/'(a+n— l)<F(a+n)— F(a)— /(a+n)+/(a) (5), 

28. Théorème XI (Théorème de Cauchy). Si î(x) est une fonction 

t • 

p9$iUve et indéfiniment décroissante, la série 

f[a)+f[a+i)+ +/(a+n-l)+ 

est convergente ou divergente en même temps que la fonction primi" 
tive F(x) (*). 

Ce théorème est évidemment contenu dans le Lemme II. 

29. Corollaire (**). Les séries 

1 i 1 



2i+* ' 5i+* n»+* 



11 i 



i 1 

3/3(«3)i+*"'" "^" (n-4-2)/(n-+-2)[;W(n+2)]i-H* 



sont convergentes lorsque k est positif, divergentes si k est nul ou né* 
gatif. 

Démonstration. V Si l'on suppose 



A«)=;;;7t;' M=7;:n^;:^v /W=: 



on a 

P(^)=c-à' *^(^)=c-i;èï' ^(^)=<^-.w ' 

et ces diverses fonctions primitives sont convergentes ou divergentes, 
selon que la constante k est positive ou négative. Il en est donc de 
même des séries correspondantes (Théor. XI). 

{*) Pour abréger, nous disons qu'une fonction de x est convergente, lorsque, x croissant 
indéliniment , elle lend vers une limite. Au coniraire, une fonction divergente est celle 
qui devient infinie avec la variable. 

(*") Dû à M. Bertrand {Journal de Uouville, t. VII). 
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2* Soit 



r(x)=i, f{a>)=^, t[a>)=. 



i 



xlxllx 



• ••••< 



alors 



¥{x)—C+lx, F(a?)=C+/te, F(aj)=C+Hte, ...; etc. 

30. Théorème XII. 1^ Une série composée de termes positifs et 
indéfiniment décroissants est divergente si, à partir d'une certaine 
valeur de n, on a constamment 

d étant une constante positive; 

2° La série est convergente si, à partir d'une certaine valeur de 
n , on a constamment 

d etk étant des constantes positives. 

Ce théorème résulte immédiatement du corollaire qui précède, 
joint au Théorème X. 

31. Théorème XIII. Les conditions de convergence de toute série 
à termes positifs et indéfiniment décroissants sont comprises dans le 
tableau suivant : 



CONDITIONS 



NÉCESSAIRES. 



^ff» ntln=0, 

y2tm nZnun=0, 
Um nln{Un)un=0, 



L 



SUFFISANTES. 



Um nlnun(ln)^=B, 
UmrUnUnun{ttn)^=^C, 



Démonstration. Les conditions nécessaires n'exigent aucune expli- 
cation : elles résultent du corollaire ci-dessus (29). Relativement aux 
conditions sufGsantes, il suffit de faire observer que si le produit 

2 
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nu^n^ tend vers une limite Â^ lorsque n augmente indéfiniment, on a 

donc la série est convergente (Théor. XII, 2**) ; etc. 

32. Remarques. I. L'application des règles qui résultent de ce 
tableau permettra toujours de savoir si la série à laquelle on les ap- 
plique est convergente ou divergente; c'est-à-dire que Ton n'aura pas, 
indéfinimenty 






i 



En effet, quelle que soit la valeur attribuée à n, les fonctions In, 
Un, llln, ... finissent par devenir imaginaires {**). 

II. Si Ton considère les équations 



4 



4 



y= 



y x' y œlx' ^ xlx(Uxy ^ ~ xlx{llx)(Ulx) ' 



y= 



i 



et les courbes qu'elles représentent, on voit que les ordonnées de ces 
lignes sont positives, finies et continues à partir de 



x=^0, ic=l, x = e. 



x=e% 



De plus , les points d'intersection de deux courbes consécutives ont 
pour coordonnées : 



x=:e, 
y = e 



x=:e , 
y = e ; 



x=e 



—[i-he+e ) 

y=e ; 



a?=e , 



-( 



e e 

i-he-f-e+e 



■) 



y=e 



{*) Nous supposons, pour plus de simpliciié, que tous les termes de la série ont été 
muUipliés par un fadeur choisi de manière à rendre égaux à runité les numérateurs des 



fractions de la forme - , — , 



n nln nlnUn 



, . • . 



(**) Faute d'avoir fait celte remarque , un géomètre a pensé qu'une série peut avoir 

pour terme général . ... , .■■. ^ — , le nombre des facteurs du dénominateur éUnt in- 

nln [Un) \Uln) . . . 

fini, et que nUcasde cette série (dont tous les termes seraient imaginaires!) est en quHqw 
sorte le point de jonction des séries convergentes et des séries divergentes» » 
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33. Applications. I. La série 



t+Ti V"D h + ;r7 h 



est divergente. 



En effet , Km nu^ = /tm ;r7- = 1 • 



II. La série 






2o+« ' 50+a ' ^o+a I ••• • (nH-i)«+« 

est convergente ou divergente, suivant que a surpasse ou ne surpasse 
pas f uni té. 

En premier lieu, 

lim nu„ = lim , ^ ,.„.^ = itm ( -^ , . ..^^ = Uni --- ,, . , 

Pour que cette dernière limite soit zéro, a doit surpasser l'unité. 
D'un autre côté, 

lim nUn.n^^:=^ lim ^^_j^ =z 0, 

si, a étant plus grand que Tunité, on pVend k<^a — 1. Les deux 
premières conditions (31) étant vérifiées, la série est donc conver- 
gente f). 
III. La série 

(;i-')+(^«)+ +(!i^')+ 



est divergente. 



nti„=:n 



puis, à cause de ^tmll-^-^j =e, 

limnun=^0. 

2 «»»-«*=;i+î-ï(;r+î)'(^+M:ï) =«Po«rn=« 



(*) Ces deux exemples sont tirés du mémoire de M. Berlraud. 
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3® lim n/n.ti„= lim —-r . lim -r, — 7: = 1 • 

" n+1 /(n+4) 

IV. La série 

[m—^] +1/73— *j + + i7î(ïri:î)-V "^ 



esi convergente si cl est positif, divergente si ce est nul ou négatif. 
1** On peut écrire 



H(n+l)J • 



Cette quantité a pour limite zéro, si l-)-a est positif. 



2" 



en posant 



<(n+l)~ "•" I(n+4) ~^"^p' 



P=7 TT- 



Par suite, 



"''«-"Lw+ïïJ -Ff^L"«(i;=HrJ ="LV+m:ï)J L?(ïiTîy«(^ 



~~(n+l)'+''L l ^n+l/ J U(n-i-l) ll(n+i)J ' 



puis /mnM„=0. 



3° n«„. ♦»*=•; — r 



Ll"^n+l/ J Un+l)H(n+l)J ' 



Si la quantité oc est positive, et que l'on prenne &=«, on a 

lim nM„n*=:l ; 
donc la série esl convergente. 
^' Soita=0. Alors 
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et cette quantité croît indéfiniment avec n (*) : il y a donc incerti- 
tude sur la nature de la série. Mais 

donc /tm nlnl/n.u„= 1 : 

/a série est divergente (**)• 

5"" Elle l'est, à plus forte raison, si a est négatif. 



Antres règles de convergence. 

54. Les règles précédentes deviennent peu commodes lorsque le 
terme général, Un, est un produit dans lequel le nombre des facteurs 
croit indéfiniment avec n. Quand cette circonstance se présente, on 
peut recourir à de nouvelles règles (***), qui résultent des propositions 
suivantes. 

35. Lbmmb I. Les séries 

i i 1 



il i 



2(fâ)i-Hfc^3(/3)»-+-k ' " ' (n+l)[/(n+l}]»+k 



4 4 

f- + 7rT3n7rT^Tr777Z-r^TT7Tr + 



3/3(//3)i-Hk ' •• • (n4-2);(n-i-2)[//(n+2j]i+* 



5ont convergentes si k est positif, divergentes si k es( nul ou négatif [29), 



(•) En efl'et, si Ton pose n-f-l=e«, on trouve 



-■"-(;iï)"'(-sr)"*'K) 



\Pekz 

«te * 

les Irois premiers fadeurs ont pour limite Tunité, lequairième devient Infini avec 2; etc. 

{**) Vincertitude ne cesserait pas si Ton appliquait la deuxième condition nécessaire et 
la deuxième condition suffisante (Théor. XIII) ; c'est pourquoi nous avons cherché immé- 
diatement la limite de nlnîln.Un» 

("") Ces nouvelles règles ne diffèrent pas, au fond, de celles qui ont élé données, soit 
par M. Bertrand [Journai dfi HçuviUSf t. Yll) , wi( par f/f, Paqcker {/ournal ^ CreUe, 
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56. Lemmë II. Les quantités 

B=(» + 2)i(«+2)[îg(|£)'*']-(»+l)((»+l), 

dans lesquelles k est supposé compris entre «i 1 , tendent vers ( — k) , 
lorsque n croit indéfiniment. 

*=«[(„-^)'-']- 

Sôit -ÎL=1_1; 



n-f-l X 



d'où 

On tire dé là 



X n+i' 



^Th/ <^— «fTfT' ^^ThI '^^~*mT"' ï~(7I+î)î{~ï"/ U- 

puis 

et enfin limk=: — k. 

2» B=(«+l)/(nH-l)[(^^*-l]. 

Soit /(n+l) _ P (..X 



d'où 



'(«+i)=î''(i+i4:ï); 



(*) Pour abréger, nous admettons les deux inégalités 

dont la déuionslratiôu est radie. 

(**) Cette transformation est admissible; car à tonte valeur de n correspond one valenr 
'le p. En outre, ces deux quanliiés deviennent, simultanément, nulles et infinies. 
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P» B=,(.+^)-p[(^)"-i]. 

et enfin (*) hmB= — k. 

3» C=(n+2)i(»4-2) M(n4-2)[(|jg)*-l]. 

Soit 



d'où 



if (n+2) g 



«(»+2)=î'^l. 



Soit encore .; ; .; ^^^ — ; 

/(n+2) p 

d'où 



/(n+2)=p/(l + ji5). 



Ces valeurs donnent 



puis /tm C = — k ; 

etc. f). 

37. Théorème XIV. Une série composée de termes positifs est con- 
vergente ou divergente j suivant que la première des quantités 

lim[{n+i)'^-n], 

Iim[(n+l)i(w+l)^— n/n], 
lim [(n+l)/(n+l)H(n+l)î^— niw«n] 

qui nest pas nulle, est négative ou positive. 

Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait constamment, à partir 
d'une certaine valeur de n. 



tln-f-i 



(n+ir-^-n<-.y. 



(1 \*M~1 
IH 1 =e. 
n-4-l/ 

(**) U ne serait pas difficile, au moyen d'un raisonnement conno, de.faire voir que la 
proposition énoncée est générale. 



» 
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y étant positif. D'après la relation 

démontrée ci-dessus, on pent toujours assigner une valeur positive 
de i, inférieure k 7, telle que Ton ait, à partir de la même valeur 
de n. 



OU 



<(=TÎ) 



Mais, s*il en est ainsi, les termes 'de la série proposée décroissent plus 
rapidement que ceux de la série convergente 

14- — +— L4- 4--J_ 4. 

donc la première série est convergente. 

La même démonstration est évidemment applicable a tous les 
cas C). 

58. Remarques. I. Si Ton pose 

r,=H-r,(m-l), 
r,=n/"î±l+r,/(n+l). 

Il 

r,=„w!iîLill+r,H(n+l) 



on pourra modifier ainsi l'énoncé précédent : 



(*) Si le ledeiir éprouTait qaelq«c difiicallé à comparer les binômes 
il ponmit remplacer celui-ci par 

Eo effet, celle dernière quanlitê a b mOme limiic que B. Celte remarque sqbsistie poqr 
les 9u|res binômes. 



'*; 
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Une série composée de termes positifs est convergente ou divergente, 
suivant que la première des quantités 

/tmfo, Ztmfi, /tmfj, limr^, .t..., 
qui n'est pas nulle, est négative ou positive. 
IL D'après le lemme II, 

n In Un ^ ^ 



donc 

lim r,=l + /tm [rj{n+l)], limr^=zl+lim [r,H(n+l)]. 
39. ÂPPiiGATiONS. L Les séries dont les termes généraux sont 

j('-f)('-â ('-s. ^ 

(fH-2)/(n-h2)«(n-hl)i*~373«3/ (^""ÏTSûj (^^7S^«^/' ' 

5ont convergentes si k e5< positif. Dans le cas contraire , elles sont 
divergentes. 

D'après ce que Ton a vu précédemment (29)^ il sufGt de considérer 
la première hypothèse Q. 
Or» pour la première série, 

'•i=("+l);i^(l-;;|ï)-«=-;j^*; 

Pour la deuxième, 
..=,n+.)((n+î,^|^[>-5;^|;^]-(.+.K„+„=-{^|i'*.. 

(*) En effets si Ton suppose A;=0, on obtient les séries divergentes 

,111 1 

l+--+--H-7-h H H...... 

2 3 4 n 



3^2 3/3 Ui ' (n-hl)f(n-f-l) 

Si /j; es( négatif, le terme jsénéral de çba(|ue s^rie p'a pas pour limite jséro; eic 
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doK Mm r,= — i (*) ; 

etc. 

If. Latérit 

\ 1 



+ 



<lani laqiulle aeêtun arc positif, moindre qme ^ « esl comeergenU eu 

divergente, suivant que cet arc surpasse ou ne surpasse pas t unité. 
V On a 

a n n-4-i a 
i —a. tg- 



r — — IJ- 11 = = 

a a a 



donc limr^=zl — a. 

Si a surpasse Tanîté, cette limite est négative, et la série est eonver^ 
génie. 

2^ Sia=l, limr^=0. Mais, dans ce cas, 

r,/(n+l)= ^ . 

La limite du dénominateur étant Tunité, il suffit de considérer le nu- 
mérateur. Or, à cause de 

tgj?>a:, tgx<— ^n. 

4— ^cc» 

2 

on a 1 — wtffr-— <-— 7, 1 — nte > ^ ^ /, — . 

Sans qu'il soit besoin d'aller plus loin, on voit que 

/im[l-ntg;jij.]ï(n+l)=0; 



(*) Pour simplifier le calcul, nous modifions la règle, de la manière indiquée ci-dessus 
(37, noie). 
(*") La seconde inégalité est une conséquence des relations 

sina;<a;, cosa?>I a;*. 
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donc Kmr,=l : 

la àMe €$t divergente. 
VU. Discuter la série 



(arH!)(^arH:) (n— ia-H?) (a^-K') (Sq'-HQ (n^ia'-tc') 

'^ (6-Hî)(26-hc) (;ï=Ï6-k) (6'-Hî')(26'-+-c') (Sl^i 6'-hc') 



2"* Si aa' — 66' est différent de zéro, 

aa'—bb' 
ltmr^=z ^^, . 

Suivant 'que cette quantité est négative ou positive, la série est con-- 
ver g ente ou divergente. 

3° Si aa::ii^hb\ ïimr^=0, en sorte qu't7y a doute. Mais, dani 
ce cas, 

, . ùc'-^ ca'-^ 6c'— c6'H-66' 

puis /tm r 1 = —, • 

4** On peut toujours supposer 6 et b' positifs. Dès lors, la série est 
convergente ou divergente, suivant que Ton a 

aC'-{-ca — 6c' — c6'+ 66' ^ 0. 
5* Si ac + ca — 6c — c6'4-66'=0, 

ilya doute. Hais, évidemment, Um[rj{n+l)]:=0\ donc 

/tmr2=l : 
la série est divergente. 



Def tériet à termes oroittantf et déoroittantt. 

40. Jusqu'à présent, nous avons supposé que les termes de la série 
proposée décroissaient indéfiniment, du moins à partir de Tun d'eux; 
et nous avons indiqué diverses règles au moyen desquelles on peut, 
dans tous les cas, reconnaître la convergence ou la divergence. Mais il 
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peut arriver que le terme général u^, tout en ayant pour limite zéro, 
soit exprimé par une fonction de n tantôt croissante et tantôt décrois^ 
santé (*). Il paraît très-difBcile de trouver des règles simples, rela- 
tives à ce cas singulier. Nous nous contenterons d'énoncer la propo- 
sition suivante^ analogue au Théorème IX : 

41. Théorème XV. Si des quantités 



tlj, Uj, M3, 9 W;j, •• 

en nombre indéfini, peuvent former des groupes 

91=^1+^2+ +Wpi 

gf3i=Wp^i+Wp+2+ +Wçi 



• a. • 



qui diminuent indéfiniment (en valeur absolue) ; les séries 

W1+W2 + +ti„+ , (U) 

fl'i+â^i+ + ffi+*-.-, (G) 

sont, en même temps, convergentes, divergentes ou indéterminées. De 
plus, si elles sont convergentes, elles ont même somme. 

42. Applications. I. Soit 

_ i 

auquel cas la série est 

14 1 111 



Si Ton fait 

— JL-t-l — l_Li- _ 1 , 1 

on voit que la fonction gi diminue indéfiniment quand 1 augmente. 
D'ailleurs, on a 



•*i"ii™^ 



(•) pemple ; u^^ 



(ri'^\'f'CO^nn)% 
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donc la série (G) est convergente; et il en est de même pour la 
série (U) C). 

IL Soit 



««= 



n-t-4-f-cos nr: * 



On peut prendre 



Et comme il en résulte 



__4 i_ 



i/i>7» 



la série proposée est divergente. 
' III. Soit enfin 



M„ = 



fisin-—— n'cos-;r- 
2 2 



nous aurons la série 

4"*"i 5 i6"^5"'"36 7 64"'"9"^i00 il iu'^ ' 

que nous pouvons réduire à 

gi—9t+9z—9i + ±giT , 

en posant 

__i . _i 

Par conséquent, la série est convergente (**). 

45. Remarque. Une série à termes alternativement positifs et né- 
gatifs, et dont le terme général a pour limite zéro, peut être divergente. 
Pour justifier cette proposition, il suffit de considérer la série 

v/2— 1 \/24-i'^\/3— 1 v^34-l "^ v/4— 1 v^44-l "^ 



(*) On verra plus loin que celle série a pour somme -r— 1. 



^ - ^8 



(*') Elle a pour somme -h — . 



» m 



30 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES. 

Effectivement, la somme des 2n premiers termes est 

s.„=2(i+l+|+ +J); 

donc la série est divergente (*). 



De» «ériet îmagînairef. 

44. DÉFINITION. IJm série dont le terme général a la fçrmf 
«n+Pwl^ — 1 ^sl dite convergente, lorsque les deux séries 

ai + a2+a3 + + ««+ , 

/3i + (3, + (33+ +^n+ 

sont convergentes. 

On voit que les conditions de convergence d'une série imaginaire 
donnée se ramènent immédiatement aux conditions de convergence 
de deux séries réelles. La proposition suivante réduit très-souvent 
l'examen de la série proposée à celui à'une seule série réelle. 

4«$. Théorème XVI. Une série imaginaire est convergente, si la 
série formée par les modules de ses termes est convergente. 

Si l'on met le terme général, «« + ^n V^ — 1 1 sous la forme 



p„(cos W;,+|/ — 1 sin &)„), 

p,j étant le module de u^^ les trois séries réelles dont il s'agit seront 

pi cosa)i+p2 cosû),+ +p„cos&);,4-....., 

pi sin û)i + p2sinû),+ + p„sin «„+ , 

pi +p2 + + p„ + 

(*) Cette série appartient bien à la classe que nous venons d'examiner ; car ^ évîdemniifBit, 



1 ^ 1 

et rr— 7> 



\/fH-i v/n-+-l— 1 

P*ailieurs, pour réduire à la même forme les termes de rang pair et les termes de rang 
impair, il sufBc de prendre 

cos(n-4-l)w 



«n = 



1/ nn 1 — 

y 2 2 



cos nw-+-cosnw 
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Or, si cette dernière série , dont tous les termes sont pontife^ est 
convergente, les deux autres le seront pareillement (Théor. IV), 

46. Remarques. I. Si le module p„ na pas pour limite zéro, h 
série proposée est divergente ou indéterminée. 

En effet, à cause de 

une, au moins, des quantités a„, /3^ n'aurait pas pour limite zéro. 

II. Si le module pn ^ pour limite zéro, et que cependant la série 
des modules soit divergente , la série proposée peut être convergentf. 
Par exemple, la série 

l(^^=i)+|(-l)+|(-^^=^)^-i^-i(^/=ï)+lHl)+ , 

dont le terme général a pour valeur 

4r nie , / — 7- . nie'] 

est convergente, bien que la série des modules 

î + l+i + i+ 



soit divergente (*). 

47. Lemme (Théorème d'Abel). Soient u^, u,, , u,, des quantités 

réelles, positives ou négatives. Soient Ci, St, , 6„ des quantités 

positives, décroissantes. Si, pour toutes les valeurs de n inférieures à 
une certaine limite^ on a 

on aura aussi 

eiA<eiWi4-e,Uj+ +enWit<eiB. 



(*) A cause de 

1 1 t 1_ 

• 1 1 I « 



la série proposée a pour somme 



-U»^l^i. 
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Démonstration. Posons, pour abréger, 

«ii=Wi+ii2+ +Mnt S„=eiMi+e,u,+ 4-e„ii„. 

Noos aurons 

et, par conséquent, 

Sn=eA+e,(s,— 5,)+e3(s3— S,)+ +e«-l(«;^-|— «„-0+^n(«n— «»-i) 

Mais, les diSérences e^ — e,, e, — £3, , e-_j — e„ étant positives, 

on a, d'après l'hypothèse : 

(e^— .e,)A< (ei — e,)s, <(e,— e,)B, 
(^2 — e3)A< (6,-83)5, <(e,— 63)8, 



(sit-i— e„) A < (£„.,— e«)s„.| < (e^«i— e„)B, 
e«A< e„Sn <e«B. 

Ajoutant toutes ces inégalités membre à membre, et réduisant, on 
obtient 

eiA<S„<e,B. 

48. Théorème XVII. Si les termes 

d'une s^e convergente ou indéterminée, sont respectivement multipliés 
par des quantités 

^1» ^t» ^3» •••••, €iij '...•• 
positives et indéfiniment décroissantes, la série 

eiMi + e,U8 + £3U3+ + s„u„+ , (1) 

ainsi formée, est convergente. 

Démonstration. En conservant les notations du numéro précédent, 
on a d'abord 

e,A<S;,<e,B. 

Ainsi, la série (1) n'est pas divergente. Elle ne saurait être indéter- 
minée ; car 

lim e„ti„ = lim e^ • Hfn ti„= . lim ti;,= 0. 
Donc cette série est convergente. 
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49. Corollaire. Si aucune des deux séries 

COSWi + COSû)j+COS6)3+ + COS&);,+ , (2) 

sinw^ + sinwj +sin6)3 + + sinû);,+ , (3) 

n^esl divergente, et q%ie les modules 

Pi» Pî' ps» 1 pn» 

décroissent indéfiniment, les deux séries 

§ 

p4COSa)i+p,coswj,+ ^-p^cosa)„+ , 

PiSmcoj+pjsinwjH- +p„cosû)„+ , 

feront convergentes. 

50. Remarque. Supposons que «„ représente l'angle formé avec 
une droite fixe OX par une droite mobile 0A„. Alors, la condition 
dont on vient de parler, relative aux 
séries (2), (3), est ordinairement vé- 
rifiée (*) , lorsque la droite mobile ne / J^ ^ 
reste pas dans rintérieur d'un angle 
fixe BOC. On conçoit, en effet, que si 
la droite 0A„ tourne autour du pôle 0^ 
chacune des fonctions cos &>„, sin &)„ 
repassera périodiquement par les mêmes valeurs, sinon exactement, 
du moins à fort peu près, et que, par conséquent, les séries (2), (3) 
seront convergentes ou indéterminées. Si, au contraire, la droite 0A„ 
tend vers une position limite, ou même si elle oscille dans Tintérieur 
d'un angle BOC, les fonctions coso);,, smtù^ ayant des limites con- 
stantes, ou du moins tendant à la forme a±e, les séries dont il s'agit 
deviendront divergentes (**). 

51. Application. Les séries 




p4Cosa+p,co8(a+(î)+p3Cos(a+2(î)+ 4-piiCos(a+n— 1*)+, 

p4sina+p,sin(a+*)+PsSin(a+2(î)+ +p„8in(a+n— l<î)+, 



(•) Peut-être pourrait-on dire : est toujours vérifiée, 

(**) Cependant, si lim cos ««= , la série (2) 'pourra être convergente. De même pour 
l'autre série, si lim sin wn=o. 

ô 



9 S 
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umi convergentes lorsque les modules p^, p,, p, , p. dieroissent 

indéfiniment. Cependant, si o=z2kT:y elles peuvent être divergentes. 
1** Si ToD pose 



cosa4-cos(a+*)+cos(a+2^)+ +cos(a+n — ld)=5A»» 

sina+sin(a4-^)+sin(a+2o)+ + sin {a+n — Xi)= B„ , 

on troave aisément (en supposant sin ^^ différent de léro) : 



Sin-zà SID-d 



A,= 



— cos^oH — ^ âj, B«= — j-sin^a+ -y *l 



2 2 



Chacune de ce$ denx sommes est comprise entre H r— et — -. ; 






donc (49) les séries proposées sont convergentes. 

2* Dans le cas où l'on aarait sin -^=0, ou d = 2ftir, les séries se 
réduiraient à 



^1 cosa+^s cosa+ ^3 cos a 
9^ sin a+d, sina+ ^3 sin a 



» 



9 



en sorte qu'elles pourraient être divergentes. 

SU. Remarque. Si 9 est commensurable avec la circonférence, les 
fonctions An, Bu soui périodiques; et, par conséquent, les séries 

cosa-4-cos(a+d)+cos(a+2d)+ , 

sina+sin(a+<ï^+sin(o+2J)+ 

sont indéterminées. C'est donc à tort que divers géomètres se sont pro- 
posé d'en déterminer la somme ('). Dans le cas où les arcs 9 et 7: n'ont 
pas de commune mesure , les mêmes séries sont encore indétermi- 
nées; car 



(*) Vojez, ci-dessus, U noie ilii niinH^ro l. Voyet aussi les: \iii»i>rin AmmaiesdeMàiké- 
matiqmes, 1. 111, p. 570. 
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2 



B„= -i- [co9(a-^)-cos(a+^ d)] ; 



2 



et ces fonctions, sans repasser périodiquement par les mêmes valeurs, 
d'une manière absolue, n'ont pas de limites fixes {*). 



{*) Le lecteur qui voudra étudier d*une manière plus complote la convergence des 
séries périodiques^ desTSt consulter les travaux de MM. Diricblet, Malm.steQ,Bj5rUDg, etc. 



CHAPITRE III. 

SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 



53. Problème I. Sommer la série convergente 
111 1 

+ :nr+=r-r+ + 



• • • • • 



l.î 2.5 ' 3.4 • n(n+i) 

Solution. En faisant attention que 

i _i i_ 

n(n-4-i) n n-H ' 

on a immédiatement 

^.=('-^(H)+ Mi-^)- 

oa 

Par suite, 

S = l. 

«>4. Problème II. Somm^ la série convergente 
1 i i 1 

1.2.3 ^2.5.4 ~ 3.4.5^ ^ n(n-M)(n+2) ^ ' 



Solution, Pour ramener ce problème au précédent, posons 

1 _ A, ^ B 



w(n+1)(n+2) n(n-}-i) * (ii+i)(n-+-2) ' 

OU l = (n4-2)AH-nB. 

1 1 

Nous aurons A = ^ , B= — -. 

Par conséquent, 

^'» — 2LÎT2"^ ■^n(n+i)J~2L2:3 "*" + (n+1)(n4.2)J ' 

OU 

s — iri—— — 1_— 1 

puis 

^ — 4- 
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55. La méthode que nous venons d'employer est applicable à toute 
série convergente ayant pour terme général une fraction rationnelle 
dont le dénominateur est égal au produit d'un nombre déterminé de 
termes appartenant à la progression 

n+a, n+a+1, n+a+2, , 

dans laquelle a est une constante quelconque. Cette proposition sera 
suffisamment démontrée par les deux exemples suivants. 

56. Problème IlL Sommer la série déterminée par 

n*— 5n+7 

^^ ~n(n-h^) (n+5){n-+-i)* 

Solution. Si Ton pose 

n«— 5n+7 A , B , C , D 



»(fH-l)(n4-3)(n+4)~n(n+i) ^ (n-+-l){n+2) ^{n+2)(n4-3) ^(n+3)(n+4)* 

on trouve aisément 
D'ailleurs, 

OU 

et, par ce qui précède, 

-^. t («-+-!) ~ 5 ~ÏH^' -^, I (1-4-1) ~4 n-h4' 

donc 

En effectuant, on obtient 

^ _13 7 5 , l> 35 



48 42(fH.l) 4(n-|-2) ^ 4(n-|-3) i2(n-|-4) ' 



(*) Il est très-facile de reconnaître que, la série étant convergente, la décomposition 
essayée est possible, et qu'elle Test d'une seule manière. 
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d'où 

57. Problème IV. Sommer la série convergente 



(aH-1)(a-+-3)((H-4) (a-f-2)(a-f-4){a-+-5) ' ' (a+n)(a-hn+2)((H-fH-3) 

5b{u(ton. Décomposant le terme général en 

ABC 



et opérant comme dans le Problème III, on obtient 



^la n la n i a — 3 n 



- » 



6 a+i a-HH-i 6 a-f-2 a-Hi-4-2 3 ûH-5 (H-n-f-3 
rji-o la.ia 1 0—3 

pu.8 s=/.mS„ = g— +^^-5-3. 

S8. Problème V. Trouver la somme des n premiers termes de là 
série 

. 1 ■ 1.2 . 1.2.3 (n-fi) ,^ 

"^ a-f-1 "*" ((H-lj(a-f.2) "^ "^ (a-f-i)(a-|-2)....(a4-n— i) "^ ^ ' 

Solution. Pour appliquer encore la méthode employée dans le Pro- 
blème I, essayons de décomposer le terme général en deux Tractions 
de la forme 

An— 1 An 



(a-Hi)(a-f.2) (a-t-n— 2)' ((H-i)(o+2) ((H-n-^i) ' 

OU, ce qui est équivalent, posons 

1.2.3 (n— l)=:(a+n— 1)A„.|— A„. 

Soit 

A;,= 1.2.3 (n— 1)B„; 

nous aurons 

l=[a+n — l)B„«i — nB,i. 

Cette équation devient identique si Ton prend 

i 

n On suppose a positif, ou nul, ou négatif non entier. 

(**) Comme précédemment, la constante a ne doit point être égale à un entier négatif. 
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On a donc 

1.2.3.. ..(n—l) 1 r i.2.5....(n— 1) i.2.5,...n 1 

(a-f-l)((JH-2)....(a+n— f) a— lL(«+lKa-»-2)....(a-t-n— 2) (a4-l)(a+2)....(o4-n— 1)J» 

ce qui, da reste^ est évident. 
Par suite, 

^"~â=TL^**^^"'" ((H-lJ(a-f.2) ((H-n-l)J' 

OU 

^ ^ a 1.2.5 f* 

"7" «--ï (a— l)(a-f-l) (a+n— !)• 

5i a 5Ui^a55« Vunité, la fraction 

(a-M)(a-f.2) (a+n-i) 

décroît indéfiniment lorsque n augmente (*). Donc, dans ce cas, la 
série est convergente (**), et Ton a 

5= lim S„ =: — - . 

" a — 1 

59. Remarques. I. Lorsque a surpasse Tunité, la série 

^a+l^(aH-l)(aH-2)^ ^ (a-|.l)(a-f.2) (a-|-n— l)"^**"*' 

a la même limite que la progression 

11 1 



n Soient a=!-l-t, et 

(a-t-l)(aH-a) (g- i-n— 1) 

l.X.o... ..fl 

Il en résulte 
Or, 

donc 1» la série dont le terme général serait H H- -) est divergente; 2® l?n croit in- 

1 .... 

déliniment avec n; 3o ^ a pour limite zéro. 

Pn 

(**) Les règles données dans le chapitre précédent conduisent au même résultat. 



P m 
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II. La seconde série est plus convergente que la première. En 
effet, si Ton représente par R„ , R'„ leurs restes respectifs, savoir : 



\a^\)a^' "« (a— !)(aH-i)(a4-2) (a+n— i)' 

on a R„ < R „. 

60. Pr(»léiie VI. Trouver la somme des n premiers termes de la 
série 

b^i (M-i)(M-2) ._ (M-i)(6-H2) (6-Hn~i) 

•^'^(H-i"^{M-l)(a4-2)"*' "*■ (a-M)(aH-2) (a-H»-i)"^ 

Solution. V En opérant comme dgns le Problème V, on trouve 

^«— a-6— il" (o-M) (o+n— 1)J* 

2® Si 5 est plus petit que a — 1, la série est convergente; donc, 
dans ce cas, 

lim S„= S = — T—T- 

" a— 6—1 

61. Remarque. Si Ton prend le rapport — r^ égal à un nombre 

p, on pourra, d'une infinité de manières, le développer en série con- 
vergente. Par exemple, 

g_. . ^H-i , (6-H)(6+2) (H-1)(M-2)(6-H3) 

"^ 26-h3"*" (264-3)(26-h4J "*" (26+3) (26H-4J (26+5) ' 



~ ^ 5 "*" 5.6 "^ 5.6.7 "*" 6.7.8 "^ 7.8.9 "*"' 

— 1-4- 5 , 5.>i- - 5.4.5 5.4.5.6 5.4.5.6 . 
~ "^ 7 "^ 7.8 "+" 7.8.9 "*" 7.8.9.10 "*" 8.9.10.11 "^ 

— ^ I ^ I 5.0 ^ 5.5.7 , ti.5.7.9 , /AN 
~ "*■ 8 "^ STÏÔ "*" 8.10.12 "^ 8.40.12.14 "*" ^ ^' 

62. Problème Vil. Sommer la série 



. . 6-hc (6-hc)(6-4-2c) (6-Hc)(6-H2c) (6-hn-lc) 

"^a+c Ca4-cj(a+2c)"*" '"(aH-c)(a-i-2c) (a-f-n^c) 

5blu(tbn. On déduit cette série de celle qui précède, en changeant 

6 en - et a en -. Conséquemment, 
c c 



n La plupart des séries précéclenles ont élé traitées par Mac-Laurin, Slirling, Lor- 
gna, etc. 



^ 
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_ i r lb^c)(b-{'^c) (6-hnc) _1 

et, si a surpasse b+c : 

litn S„ = S = — 7 — • 

63. Problème VIII. Évaluer 

5b/wtfon. La fraction ,..,,. se décompose en 

i/i 1 \ 

i\n n+2/' 

donc, en supposant n>>2 : 

_Ul_i_I l_i . l_l_l 1 î î L.Î_JL1 

_ui . i ! L1. 

et /mS„ = S=j f), 

64. Problème IX. Sommer la série dont le terme général est 

5o/ti(ton. Ce problème est la généralisation du précédent. Pour 
essayer de le résoudre, remarquons d'abord que 

_ i r i i n 

(*) Il est assez remarquable que la série 

11111 

-H 1 1 1 h 

3 8 15 2i 35 

3 

se réduise pour ainsi dire identiquemeot à la fraclion -, tandis que la série 

11.1 1 1 

7-+"::+7i^-^^-7^"^ 

4 9 16 25 36 

a pour limite 1. 

Remarquons encore que, si Ton retranche les deux séries terme à tcrme^ on obtient 

3.4"*'8.9"*"l5.l6'*"24.25 4 6* 

(**) On suppose l4-a>6| afin qu*ii n'y ait pas de terme infini* 



_» , • 
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d'où résulte 

Si n+a+6=fi+p+a — 6, 

les termes de la série se détrairont deax à deax (à Texeeptioii des 
premiers). Or, la relation précédente équivaut à p=z2b; conséquem- 
ment : toutes les fois que 2b sera un nombre entier p, on aura 

e_U ^ , î_ . _* . . J_l 

65. Exemples. I. 

Jl , i . i _Ui , n_3 

comme ci-dessus (63); 
II. 

m. 

1 i 1 ^ 



IV. 



1 



a+*'-'*-(i'* i^^^^'-gr (H+'sr-jr.' 

etc. 

66. PftOBLÈaE X. A^oniMfr la série 

_J î + L__ ^ * - 



Soluiian. Raisonnant comme dnns le TrobU^mo 1\« on tiou¥e qae 
si h est un tu^mbrt emUtr. 

s_ir_! L_4._j «. 1 
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Par exemple, 

i 1 . 1 i _^r* ^1 — i 

i 1_ _\ 1 — Ir* 1 1.^ il — il. 

4«— 2« 5«— 2*"^è*— 2« 7*— 2'"*" ~4Li 3"*" 4 5j~240* 

etc. 

67. Remarquée. D*après les deux problèmes précédents, 

j 1 i _i r i i 1 1 -1 

i . 1^ , i , —ir-J , ^ , ^ . ._Li 

«» b est entier. 

68. Problème XI. Déterminer 

S„=l + 2g + 3g*+ +wç"->. 

Solution. On a 

gS„= g-f- 2gf'+3gf'+ 4- (n— l)ç"-^ + nf ; 

donc, en retranchant membre à membre (*) : 
(1— ?)S.= 1+? + q' + + g«-'-nî», 

ou (l_ç)S„=i=|_nç- 

et, par conséquent. 

On déduit de cette valeur, en supposant }*< 1, 

S=limS„ = ^,n- (A) 

Ainsi, la somme de la série convergente 

1, 2q, 3q\ iq' nq' 



,n— 1 



(*) Ce procédé est tout à fait semblable à celui que Ton eroploie^en arithmétique, pour 

uq — a 
démontrer la formule des progressions par quotient : S = —. 

f •) En efTel, lorsque q est compris eiilre —I et n-l, 

Um q*h=z et Um nq^— 0. 



• » 
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obtenue en mullipliant terme à terme les deux progressions 

1, 2, 3, 4, n, 

1, ?, q\ g' • ?""', 

est égale au carré de la somme de la seconde progression (*). 

69. Remarque. Si la quantité q, au lieu d'être réelle, a la forme 
p(cosw + ^^ — 1 sin w) , la série considérée devient 

l+2p(cosw + k^^sinû,>)+3pVos2«+/-^sin2w)-|- 

+ np"'"'(cosn — 1 û)+K — Isinn — 1 w) + 

D'après un théorème démontré (45), cette dernière série est conver- 
gente lorsque le module p est inférieur à Tunité. Dans ce cas, la for- 
mule (A) devient 

^ 1 (i — pcos«-hpV'^sin»)« 

[1— p(cosw+V'^sm«)]« [1— pcos«)*4-p«sin'«]* 

On a donc, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires : 

j — 2p COS w-f-P* COS 2û> A ^ ^ • ^ . ^ é t M\ , i, 

[\ -if cos J+pT- = * +^P '^"^ "+3p'cos 2a.+ +np»-cos(n— 1)«+ (I 

(«-apcosJ+e')' = 2 s.n 0, +3p 8in2«+ +«p«-*sm(n_l)a.H- (( 

70. Problème XII. Déterminer la somme des n premiers termes 
de la série dont le terme général est 

«n=o«(aiH-««+ + o„). 

Solution. De 

S,=a,*, S,=ai*+o,{a,+o,), S,==aj*+a,(oj+a,)+o,(ai+o,+o,) 

on conclut 

2Si=ai«+Ci*, 2S,= (o, + a,) '+0^^4-0,», 
2S,={a,+a,H-a,)'+Oi»+c,'+o,' , 

et, en général, 

2S„=(o,+a,+ +a„)'+a,«+a,*+ +a„». (D) 



(*) La formule du binôme conduit plus rapidement à ce résuUal. 
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GoDséqnetnment, si 

A„=a4+a,+a3+ +««, B„=aj'4-a,*+ +a„', 

on aura 

2S„=A„«+B„. (E) 

71. Applicakons. I. Soit 

s„=l+3(l +q)+q*{i +?+?*)+ +î"-'{l +q+q*+ +?"-')• 

On a 
donc 

pais, en supposant 9*< 1, 

^=^*'"^"=(l-9)ll-q')- (<^) 

II. Prenons, comme ci-dessus (69), 

jf = p(cosû)+>/ — 1 sînoi); 

nous aurons, en supposant p<C 1« 

S = ' . 

[1— p (cosw+v/— 1 sintoj] [1— p*(cos2«4-v/:iITsin2co)] ' 

ou, après quelques réductions, 

ç i — pcosw — p«cos2û)+p*cos3w-4-V— ifpsincû+p«siD2w-— p*siD3tt>) 

(1— 2p cos w + p*) (1 — 2p« cos 2w + p* j • 

D'un autre côté, 

+(î""'+î"+ +?'""')+ 

=2 [p«-' cos n— 1 w + p" cos n&)+ +p2'»-2 ^qs 2n— 2(k)] 

4-|/^2*[p''""^sinn— lw+p'»sinnû)+ +p^«~^sin2n— 2û>]. 



(•) Pour vérifier celle formule, il suffil de faire allenlion que 



* > » 
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Donc enGn 

2 [p''-' C08 n — Iw + p" cos nw + + p«»-"«cos an— a6>] 

1 — pcosw— p*cos2«H-p'cos5« 

(1 — 2p cos û) + p*) (1 — 2f ' cos 2cù4- p*) ' 

2 [p^^^sinn — l6)+p"sinnw-h + p'''""^sin2n — 2w] 

p sin w + p*sin 2w — p»siD 3« 
(1— 2pcoSft)4.p*)(I— 2p«cos2«+p*}* 

m. si Ton admet les formules suivantes : 

/2=l-l + i_l + i- ±i 

2 3 4 ' 5 n 



«* 1 1 i 1 

on en conclut que la série 

'-î('-î)+î('-î+i)-î(H+hi)+ 

a pour somme 

72. Problème XIII. Sommer la série 

aaai+aa^.,(ai4-a8)4-aa+2(ai4-a,+a,)+ 

4-aflH-n-i(aiH-«î+ +<»»)+ » 

Vindice a ^mn( quelconque, mais consiant. 

Solution. A la somme S„ des n premiers termes, ajoutons la quantité 

C„=aa(aj + a3 +aa)+aa+,(a34-a4+ +aa4-i)+ 

+ aa+„«,(a„+i+ +aa^^«|) (***); 

nous aurons, en multipliant par 2, 

2S„-h2C„=aa*+a«^,+ +aa^^n^, 



(*) Nous les démoDirerons plus Idn. 

(**) Ce résolut, et beioconp cTaatres da même geore, foat dus à Bfilcr et à Goldbacb. 
Voir la Corrêtptmdmcê dt cet éwm géOMètw, publfée |«r M. Futs. 
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d'où, en conservant les notations employées dans le Problème XII , 
2S,= Ba-^„.,— B«.,+ (A^^„_,)«_{A«_0*+ 2C„. (H) 
75. AppLiCATior^. Soit a„=g"""*, auquel cas la série devient 

Nous aurons 

A,,.,= l+5f+î»+ +9*-«=l=^, A^^,= ^""^^""\ 

^~'{q-hq*+ +3»-')4-3»(9'+g'+--+î*)+--+g«^-"-*(3"+9""^*+.-.+g''*'""*) 

Donc 

OU, en simplifiant, 

_ q>-'(l-q»)(<-g»+') 1 oa+în-î 
"~" (l-9)(l-9') "^i' 

Cette formule donne 

ainsi qu'on peut le vérifier directement. 



CHAPITRE rV. 

APPLICATION DES QUADRATURES A LA SOMMATION DES SÉRIES. 

74. En attendant que nous fassions connaître des méthodes géné- 
rales de sommation, nous indiquerons quelques formules très-sim- 
ples (*), qui permettent de sommer certaines séries, sinon exacte- 
ment, du moins avec une approximation très-suf6sante dans la plupart 
des cas. 

75. Théorème XVIII. Soit f{%) une fonction positive et indéfini- 
ment décroissante, du moins à partir deiL= a — 1 ; soit F(x) la fonction 
primitive de f(x). Si Von désigne par S^ la somme des n premiers 
termes de la série 

f[a)+f{a+i)+ +f{a+n—l)+ 

on aura 

S„>F(a+n)— F(a), S„<F(a+n— 1)— F(a— 1). (A) f) 

76. Remarque. Si ¥{x) devient infinie pour â?=a — 1, on rem- 
placera la seconde formule par 

Sn<Ha+n)^Y{a)+f{a)-^f{a+ n), 

ainsi qu'on l'a déjà vu (27, II). Conséquemment : 

77. Théorème XIX. Les mêmes choses étant posées que dans le 
Théorème XVIII, on a 

S„>F(a+n)-F(a), 1 

S„<F(a+n)-F(a)+/]:a)-^(a+n). f ^ > 

78. Remarque. La limite de l'erreur à laquelle donne lieu l'ap* 
plication des formules (B) est 

a=f{a)-f{a+n). 



(*) Ces formules ont été communiquées à la Société Ptiilomathique, dans sa séance du 
20 mars 1858. 
^?(**) Ces deux inégaliiés ont été démontrées dans le Cliapilre IT (26, 27). 
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79. Théorème XX. 

S„ > F(a+ n— 1 )- F(a) + î [/i;a)+ /"(a + n— 1 )] , 

S„<T[a+n^l)—F[a+l]+f{a)+f{a+n—\). 
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(C) 



Démonstration. V Soit ABC.....NP le Heu de Téquation ti= f[x). 
Soient 




AA'=u,=/(a), BB=ti.=/(a-hl), PP^=ti„=/-(a+n— 1). 

Si, comme on le fait dans la méthode des trapèzes {*), on mène les 
cordes AB, BC, , NP, on aura 

5(wi+u.)>F(a+l) — F(a), 
|(w.+U3)>F(a+2)-F(a+l), 



|(M„-t+ti„)>F(a+n— 1)— (F+n— 2). 

Donc S„>F(a+n— 1)— F(a)+i (mi + ti„), 

ou S,>F(a+n— 1)— F(a)+i[/(a)+/-(a+n-l)]. 

2^ Conformément à la méthode de M. Poncelet, menons les tan- 
gentes aux points B, C, D, , N. Prolongeons la première jus- 
qu'aux ordonnées passant par les milieux de A'B' et de B'C ; prolon- 
geons la deuxième tangente jusqu'à cette deuxième ordonnée et 



{*) Manuel des candidats à VÉcole polytechnique, t. II, p. 293. 
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jusqu'à celle qui passe au milieu de C'D', etc. En faisant la somme 
des trapèzes ainsi déterminés, nous aurons 

00 S„<F(a+n— I)— F(a+ ^) +f{a)+f{a+n-i). 
80. Théokèmb XXI. 

S„>F(a+n-l)-F(a)+l[/(a)4-/îa+n-l)], 

S„<F(a+n-l)-F(a) + \ [f{a)+f{(H^-l)]-\{f{a)-f{a-Hi- 1)]. 

Démonstration. Soit ÀTT'A' le trapèze déterminé par la tangente 
en A, l'ordonnée au milieu de A'B', etc. On a, en désignant par f{a) 
la dérivée de f{x), 

Tr'=u,+|r(a); 
donc ATrA'=j[2tt, +|r(o)]; 

puis |«,+|^(a)<F(a+|)-F(a). 

On trouverait, de la même manière, 

iu„-l/'(aH-n-l)<F(a+n-l)-F(o+n-|). 

Ces deux inégalités, combinées avec 

M,+ti,+ +w„.,<F(a+n— ^— F[a+^), 

donnent 

S„<F(a+n-l)-F(a)+i[/(a)+/i;a+n-l)]-i[r(«)-f(a+n-l)]. 

8t. Remarque. La limite de l'erreur régultant des formules (D) 
est 

p=§[r(«)-r(«+«-i)]. 

82. Lemhe. Si f(x) est une fonction positive et indéfiniment-dé^ 
croissante, dont la première dérivée soit croissante et dont la seconde 
dérivée soit décroissante, on aura 
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Démonstration. Représentons par ^{h) le premier membre; noas 
aurons 

<f'{h)=— f{x— h)^f{x+ h) +2/'(»). 

Par de simples considérations géomélriques, ou par les premières no- 
tions sur les dérivées, on trouve 

f{x+h)=f{x)+hf"{a:+ 6h), 
r{x-h)=.f{x)-hr{x-Bji) 0; 

6, di étant des quantités comprises entre et 1. Gonséquemment 

OU, d'après Tune des hypothèses précédentes, 

9W>0. 

La fonction (p(A) est donc croissante. D'ailleurs, elle s'annule avec h; 
donc, etc. ^ 

85. (Corollaire I. Les points A, B, C ayant pour abscisses x — h, 
Xy x+h, l'angle aigu formé par la tangente TBS et pair l'axe Qm est 
j^lus petit que l'angle aigu formé par cet axe et par la corde AC. 




En effet, l'inégalité précédente équifant à 



^ 



84. Corollaire H. Si, par (es points A, B, C, on fait passer une 
parabole dont l'axe soit parallèle à Oy, la partie de cette courbe située 



(*) Chacune de ces inégalités exprime ce fait géométrique : La droite qiUjoM ki W' 
trémités d'un arc de courbe eit paraUéle à la tmgmUê m mi certain fokU àe cet are. 
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entre A et B sera au-dessus de AB, et l'arc de la même courbe, situé 
entre B et C, sera au-dessous de BC (*). 

8S. TsÉOBÈu XXn. 
S.<F(a-H«-1)-F(a+lH-g/{aH-^f:a+^)-^Aû+"-SH-^A«-H«-*), 

Dénumstration. 1° Le second corollaire donne (**) 

â^'+l"»— n**» <F(a+2)-F(a4-l). 
-^ii,+|tt,-^-^u. <F(a+3}-F(aH-2), 

,!««+ 1«^,— ^u,_,<F(a+ii— 1)— F(a+n^2) ; 
d'où, en ajoutant et réduisant, 

S»<F{a+n— 1)— F(a+l)+Jîu»+^u,— lti^,+lti,. 
2' Le même corollaire donne aussi : 

^ tt, + |u,~,^ u, >F,a+2)-F(a+l), 
^ t,,+|tt,_i u, >F(a+3)-F(a+2), 



^u»_i+|u^— iti^.>F(a+fi— 1)— F(a+ii— 2); 



etc. 



86. Remarque. L*errear qui résalte de l'emploi des fonniiles (E) 
est iDférieare à 



(*) Pour abréger, nous siipprimons tt dôraonstnlion : elle no pn^ente aucune difficnUé 
si Ton i éginl tus hypotht^^ ci-dessus ^8à\ et si, au moTen de la formule d'interpo- 
lation de Lagrange, on ècril TèqualioD de la parabole. 

i**) NmnM(k9 Arniaks df Mathématiq^m, X. X, p. iti. 
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et, à plus forte raison, inférieure à 

^ = ^(«1— 2«.+u,) (*). 

87. Résumé des théorèmes précédents. Sq représentant la somme 
des n premiers termes de la série 

f[a)+f[a+l)-^f{a+2)-\- +/(a+n— 1)+ 

et F(x) étant la fonction primitive de la fonction f(x), laquelle est sup- 
posée positive et indéfiniment décroissante, on a : 

l.>F(a+n)— F(a), ) 

i^F(a+n)-F{a)+f(a)—f{a-\-n}; y ' 

5.>F(a+n-l)-F(a)4-|[/!;a)+/(a+n-l)], ) 

'(C) 
i.<F(«+«_|)_F(a+|) +f(a)+f{a+n-l) ; j 

5,>F(a-|-n— 1)- F(a)+| \M+fi<^+ «- *)] » ) 

S<F(a+n-d)-F(a)+|[/'(a)+/(a+n-l)]-g[/'(a)-/'(a+n_l)] ; j 

5^F(a+«-l)-F(a+l)+/-(aH-^/{a+l)-l/-(a+2)+^A«-+^-l)+^A«+«)0 



i<F(a+n-l)-F(«+4)+|/'(a)+,-/(«+*)-iV(''+'^^>+î^^<''+"--*)- ) 



Applioatîonf. 

88. I. Évaluer la somme des 1000 premiers termes de la série 
harmonique. 

On a, à moins d'une unité du septième ordre, 

Siooo=7,4854709 f). 

{*) En effet, la courbe ABG...NP (79) étant convexe vers Taxe des abscisses, on a 

^Mn-l-4-tln+l 

t^< 5 , 

ou «n-1— SttnH- Mn+l > 0. 

On peut remarquer, en outre, que ^ représente le douzième de Vaire du paraUélo- 
gramme déterminé par les ordonnées AA', CC, la corde AG et la parallèle à cette corde 
menée par le point B. 

Ajoutons enOn que, les formules précédentes pouvant èlre variées de bien des ma- 
nières, nous avons essayé de les présenter sous la forme la plus simple possible. 

{**) Comptes rendus de V Académie des sciences, séance du 22 septembre 1856. 



(E) 
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Cela posé : 

l"" Les formules (B) donnent : 

Siooo>'1001, s,ooo<il001 + l-^, 

ou 

Siooo>6,9077553, S,ooo<7,90e7563 ; 

2* Les formules (C) : 

Siooo>'1000 + i 1,001, Siooo< ï 1999— Î3+1, 001, 

ou 

Siooo> 7,408 255 28, S,ooo<7,502 79005; 

3* Les formules (D) : 

S,ooo>7,40825528, S,ooo< 7,408 25è28+g[l—j555;], 

ou 
Si.oo>7,40825528, Siooo<7,533 25528; 

4^ Les formules (E) : 

Sio..>aOOO-/2+l+l-^+^4.0,001+±jlj. 

S...o<Z1000-/2+l| + |-:l. ^+1.0.001. 

OU 

Siooo>7,47899691, S,ooo< 7,50677468. 

89. Remarque. Dans cet exemple, les résultats les plus approchés 
ont été donnés par la seconde des formules (C) et par la première des 
formules (E). Si Ton adopte ces deux formules, on aura donc ce non» 
veau système : 

Sn<¥(a+n~)—V (a+^]+m+f(a-{^ n— 1). 

A partir d'une valeur suffisamment grande de n, la limite de Ter- 
reur commise sera, très-sensiblement, 

e=F(a+l)-F(o-i)-l/i:o+l)+à/la+2)n. 

(*) En efifet, KmJF(a+?i— 1)— Fla-Hu—-) =0, lors même que la série est divergente. 
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90. II. Évaluer 

S=— -+- — 4- — -I- I * , 

Si, dans les formules (F), on fait /(a) =^, n=:1000, on obtient 



S<n999— Ï21 + 04Ô1, 
ou 
S> 4,656 445 79, S < 4,656 879 90. 

91. Remarque. Si à chacun de ce8 deux nombres on ajoute 

il i 

l4-^+j+ +0» on aura deux limites entre lesquelles seront 

comprises Siooo* ^^ ^^^ limites seront beaucoup plus approchées que 
les premières. Or, 

donc Si,o.> 7.485 414 04, Sioo,< 7,485 848 15. 

92. III. Entre quelles limiles est comprisB lu tommt 

S=_l_ + _i— -I. + * - 

*^ M AAA AA4 \^ A AAA AAC» I • • * * • 1 



1000001^1000002 * ' 2000000 

Les formules (D) donnent : 
>f 2000000- H OOOOOI+IL-^ + 2ÔôJm 

:f2oooooo-aoooooi+l[j^+^ôsJôôô]+§[îô^^ 

ou S> 0,693 146 930559 945, S<0,693 146930560039. 

On a donc ainsi , avec treize décimales exactes , la valeur du 
deuxième million de termes de la série harmonique. 

93. IV. Évaluer 

"»""- 4 "•" 9 "^le""" "^ (n+ir 

Ix 
V En prenant /(«)=-;, on a 

F(aj)=C-.^-l; 
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doue, par les formules (D), 

^«^2"*"2 n+1 n+l'^iLé"*" tH-i J' 

/2 1 /(n+1) 1 ir/2 /(n+lh I ri— 2tt j— 2/(n+l) l 

^w<2+2 „^4 n+l"^2L-i"^ n+1 J sL 8 (n+i)» J' 

et 

c'est-à-dire 

S>0,933 21699 S<0,93925284. 

2"^ Les formules (E) donnent 

^ 3 "*"3"*" 4 "*"i2 9 12 16' "^ 3 '^3"*"l2 4 "^12 9 * 



OU 



^108 ^^96 ^^3' ^108 ^^48 ^^3* 

OU enfin 

S> 0,936 810 23 , S< 0,938 127 34 ; 
donc, à moins de 0,002, 



8=0,937. 



94. V. Évaluer 



S„=A+ 



aP ' (a+i)P •• "^ (a+n— 1)P * 

Vexposant p ^<an( supposé plus grand que Vunité. 
A cause de /(aî)=x""P, on a 

donc 

c-5^J_rJ i 1 g ^ 1 r j 1 -1.1 _i /p 

""^ p-1 LaP-i (a+n)P-'] ' " >-l La-* (a4-n)P-0 '^âp~ (a+n)P' ^ 

S ^_Lr-! L_i4.^ria_i— 1 

'^ '""^ p— 1 LaP-i (o-hn— 1 )P-y "^ 2 LaP "^ (a+ n— 1)pJ ' 






+ _JL_. > (C) 

aP^(o+n— 1)1" 
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etc. Ces formules peuvent servir à calculer, avec une approximation 
plus ou moins grande, soit les sommes des puissances semblables ni- 
gatives d'un certain nombre de termes appartenant à la suite naturelle, 
soit les limites vers lesquelles tendent ces sommes. Par exemple , les 
formules (D) donnent 

l,3737>i+i+ +^>0,9987; 

95. Remarques. I. On voit que la somme des cubes des inverses des 

il 
nombres naturels est comprise entre 1 et -^ . Par d'autres méthodes 

on trouve, pour valeur de cette somme, le nombre 

1,202 056 f). 

II. Si, dans les formules du numéro précédent, on changeait p en 
— p, on pourrait les faire servir, moyennant certaines modiBca- 
tions {**)j au calcul de la somme des puissances semblables et positives 
des nombres naturels {***). Il est vrai que les résultats seraient géné- 
ralement peu approchés. 

lllgreftîoii fur les léries divergentei. 

96. Nous avons fait voir, dans le chapitre II (9), que la somme 
âCun nombre indéfiniment grand de termes consécutifs, appartenant à 
une série divergente, peut, dans certains cas, avoir pour limite zéro. A 
plus forte raison, cette somme peut tendre vers une limite finie, 
s'il existe, entre le nombre n de ces termes et le rang a du premier 



(*) Lacroix, t. III, p. 149. 

(**) Par exemple, dans la formule (A) on devrait changer > en <. 

(***) Voyez, sur ce sujet, les NouveUes AnruUes de Mathématiques, U YX, p. 230. 
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d*cntrc eux, une relation convenablement choisie. Le Théorème XIX 
entraîne, en effet, la proposition suivante : 

97. TnÉoRÈMB XXIII. Si le nombre entier n est une fonetiûn don- 
née du nombre entier a, qui devienne infinie en même temps que a, el 
si la différence F(a+n) — F(a) tend vers une limite 1 lorsque a croit 
indéfiniment, on a 

lim[f{a)+f{a+i)+ +f{a+n—i)]=)i. 

98. Applications. I. Soient 

p et 9 étant deux nombres entiers donnés. On aura 

F(a)=/a+C, 

F(a+n)-F(a)=l(p+3). X^lp; 
donc 

En particulier 

II. Soient 

d'où F(a)=/ta+c. 

puis ]l:=IS et 

III. SoionI, ontîn, 

h ôuni un nombre eutier« 
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Ces hypothèses donnent 

F(a!)=2|/a;4-C, F(oH-n)~F(a)=2 ; 
donc 

99. Remarque. A caase des formules (6j du numéro 77, on a 
14 1 



4 1 4 4 



ce qai est assez curieux. 



CHAPITRE V. 

DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 

* 

100. Etant donnée une fonction d'une on de plusieurs variables, 

f{Xf y, z, ), on peut se proposer de la développer en série, ou de 

trouver une série convergente 

Wi+tl, +ti, + +Un+ 

qui ait pour limite f{x, y, z, ). Par exemple, le développemetU de 

' — , ordonné suivant les puissances entières et positives (2e x, est 

l + a?4-x*+x'+ ' 

en effet, lorsque cette série est convergente, elle a pour limite r—^. 

101. Remarque. Une mime fonction peut admettre sltisieurs déve- 
loppements (*) : la fonction t — , égale à 

1+ »+»*+»*+ » 

est développable aussi suivant la série 



l+« ' (i+aî)(i+to) • (i4-x)(l4-i2?)(l+3û5) 

lorsque x est positif et plus petit que 1 (**)• 

102. Parmi les développements dont une fonction est susceptible, 
celui qui proche suivant les puissances entières et positives d'une 
variable, étant ordinairement le plus simple (***), est aussi celui que 



V**) i>ci r>^uU<^ de o? qHt> Ton » vu cMt>s$ii$ (5$, !)• 
À«E«C; U» <uai4dkâcoa$Uiil«s^ Ka^HlV^i* cHi«e4inlk«seml«lni^pMrx==a,à 
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l'oD cherche presque toujours, de préférence à tous les autres. Les 
propositions suivantes servent à résoudre les questions les plus im- 
portantes, relatives à ce genre de développement. 



Théorème de Taylor. 

105. On sait que, f[x) étant une fonction entière, du degré m, on 
a, quel que soit Taccroissement h. 

Lorsque f[x) est une fonction quelconque, cette relation doit être 
modifiée ainsi qu'il suit : 

104. Théorème XXIV (Théorème de Taylor). Si ^^^^(z) reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de z comprises entre %etx+h, ona 

rt3H-A)=/(x)+5rw+of(*H--+rrr/W 



SSr-(^»). (.) 



p étant un nombre pris arbitrairement entre et u^ et Q étant un 
nombre inconnu, compris entre e( 1. 

Démonstration. Représentons par R le reste que Ton obtient en re- 
tranchant de f{x-\"h) la somme des n+1 premiers termes du se- 
cond membre : il s'agit de prouver que 



«=Si^/-'(-+'*) 0- w 



(p+1) 

En remplaçante par a — h, on a d'abord 



{*) Cette forme du reste, qui comprend les deux formes ordinaires 

a été donnée par M. Edouard Roche {Journal de UouviUe, t. XXIII, p. 271).- Elle est com- 
prise elle-même dans une expression très-générale, due à M. SchlOmilch, que nous fe- 
rons connaître. 
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d'où, en prenant la dérivée par rapport à h : 

K=<f'{h)=f{a-h)+^J'{a-h)+^/"{a-h)+ +j^5^f.(a-ft)+-±L_f^(«. 

-f{a-h)-^,f'{a-h)-^f"{a-h)-. -,^£^^na-h); 



c'est-à-dire 



î'('')=ïlb.r*(«~fc). (4) 



D'un aatre côté, l'égalité (3) donne 

9(0) = 0. (5) 

Conséquemment, il s'agit de déterminer la fonction f (A), s'il est pos- 
sible, par la connaissance de sa dérivée et par la condition (5)« A cet 
effet, nous démontrerons d'abord la proposition suivante (*). 

105. Lemme. Si les fonctions (f{x), <f{x), ^{x), ^\x) restent finies 
et continues depuis x = a jusquà x=:b, et que la fonction ^'{\) ne 
s'annule pas dans cet intervalle, on a 

9(6)— 9(0) _ 9^[a+t(fe— fl)] /^x 

^.(6)-»Ka) — f[a+e(6-a)]' ^ 

t étant un nombre inconnu, compris entre «M . 
Démonstration. Soit la fonction 

F(x)= [9(6)- 9(a)] ^{x)- [<K6)-^(a)]9(«) : 

d'après les hypothèses précédentes, elle est continue, aussi bieo que 
sa dérivée, depuis a; = a jusqu'à x=^b. Or, 

F(a)=<p(6)^(a)-4;(6)9(a), F(6)=~9{a)tK6)+<Ka)9(6)=F(a). 

Par conséquent, Y'{x) s'annule au moins une fais, entre a7=a et 
x=:b; ou, ce qui est équivalent, l'équation F'(â?)=0 a au moins 
une racine comprise entre a et 6. C'est précisément ce qu'exprime la 
relation (6) : cette relation est donc démontrée. 

106. Dans la formule (6), supposons, successivement, 

a=0, b = h, ^\,{x)=:a^'. e = l— 6; 



(*) Celte marche a été indiquée par M. Schlômilch (Journal de LiouviUe, nov. 1858). 
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lous obtiendrons les corollaires suivants : 

ç(A)=ç(0) + ^ç'(s/»), (8) 

yW=y(o)+ (p^,',_,), ?'[(i-9)ft]. (9) 

^BÎ vont nous servir à compléter la démonstration du |Théorème de 
raylor. 

107. En effet, les équations (3), (4), (5) donnent 

on, en remettant x an lieu de a — h, 

ce qui est précisément Téquation (2). 

108. Remarques. I. Si le reste R tend vers zéro lorsque n croît in- 
définiment, on a 

II. Pour que cette égalité ait lieu, ou que f{x-\-h) soit dévelop- 
pabie suivant la série de Taylor, la valeur attribuée à a: ne doit rendre 
infinie ni f{x) ni aucune de ses dérivées. En mâme temps, l'accrois* 
sèment h doit être suffisamment petit. 

IIL Siydans la formule (2), on suppose, successivement, pz=fi, p=0, 
on obtient 

»= ..»...'!!l(n+., f"'(»+°»)' (">) 

Ces deux formes du reste sont très-fréquemment employées. 

IV. Au lieu de supposer la fonction ^x) égale à a^^ laissons-la 
complètement arbitraire; nous aurons, par les équations (7), (4), (5), 
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ou 

Dans cette expression très-générale du reste de la série de Taylar [*), 
la fonction arbitraire ^{x) est assujettie seulenoient à ces deux condi- 
tions : 1^ elle doit rester Gnie et continue depuis â;=0 jusqu'à x=ih; 
2^ sa dérivée Y{^) ^^^^^ ^^^^ "^ même intervalle, rester finie, continue 
et différente de zéro. 



Série de Mao-Itearin. 

109. Théorème XXV. Une fonction quelconque est diwloppdbk 
suivant la série de Mac-Laurin : 

f{x)=m+Tm+^^m+ +î:5^r(o)+ (b) 

Il la quantité 

«=s:Èi^r'M (i3) 

tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. 

Démonstration. En supposant œ=:0 dans la formule de Taylor, et 
remplaçant ensuite la lettre h par la lettre x, on obtient 

««)=««)+fAo)+Sr(o)+ +j£jr(o)+i^2^^.(H 

etc. 

110. Remarques. I. L'énoncé et la démonstration du dernier 
théorème supposent que f(x) et toutes ses dérivées restent finies et 
continues pour ^7=0. Si le contraire arrivait, on remplacerait la 
formule (4) par celle-ci : 

/(*)=/(«)+^r(a)+^r(«)+ +âET;^"(«)+ '(^*) 

que l'on obtient en changeant a; en a et A en x — a dans la série de 
Taylor. 



(*) Due à M. Schlômilch. 



,^iiV5^^, 
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II. la, série de Mac-Laurin, supposée convergente, peut n avoir pas 
pour limite f (x). Pour le faire voir, prenons 

f{x) = (f{x) + e''\ 

(f{x) étant une fonction qui reste finie et continue, ainsi que ses dé- 
rivées, pour x=:0. Il est facile de reconnaître que la fonction expo- 

nentielle e et toutes ses dérivées s'annulent avec x. Si donc Ton 
appliquait la formule (4) au développement de f[x), on trouverait 



ç(«)+/=:ç(0)+f?'(0)+ri?''(0) + +1:2^:3; ?"(0)+ 



ou 



t_ 



(f{x)+e =(f{x); 
ce qui est absurde. 



ApplîoatîoDf def théorîef préoédentef. 

111. Formule DU binôme. 1' Si Ton suppose f(x)={i+x)^, la 
série de Mac-Laurin devient 

^^ 1 l.â ' 1.2 n 

Elle est convergente lorsque x est compris entre -f-1 et — 1 (15, III); 
mais, afin de savoir si elle a pour limite (l+^j*"* il est essentiel de 
former l'expression du reste. Or, la formule (10) donne 

^t»(m— i) (m— 1+1) . {i—m)œ (t4-1~Tw)ag {n^m)œ i 

==*= 1.2 i '^^TPT' 14-2 nH-l ^{1+6aî)M.i-«.» 

f étant le nombre entier immédiatement supérieur à m. 
Cela poséy si x est positif et moindre que l'unité, le produit 

i-H • t4-2 fH-1 • 

5 



■ t 
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dont tous les facteurs sont inférieurs à 4;, a pour lin>ile zéro. En 
même temps, 

4ppc lim R= 0, 

et 

ii+xr=i+'^x+'^^^^^+ + """-;;,;;"'-"-^^w (c) 

2* Soit f{x)={i—x)"'. Alors 

Mais, à cause du facteur vn+i-m ^ ^^' P^"^ ^^''^ très-grand, et 

même infini, la valeur de R, employée ci-dessus, n*est plus applicable. 
Il faut donc recourir à la formule (11). Elle donne 

°=^ ^"Ti::;.r" '-^"('-''^)--(i^)'- 

lie premier facteqf diminue encore indé(iniipcnt Iprs^dp n cvoft. De 
plus, à cause de a__^ <^^^ '^ second facteur a pour limite léro, ou 
du Qioins i| reste inférieur à l'unité ; donc 

KmR=0, 
et 

112. Développement de e". Si l'on prend f[x)=e*f on a 

nx)=e', r{x)==e', ...... /•(o)=i, r(o)=i. r(o)=i, ..t-r; 



f ) Nous ne pouvons indiquer, ni pour la formule du b|i|ôine, ni pour 1^ autre* ap- 
plications des séries de Taylor et de Mac-Laurin, les conséquences très-nombreuses et 
très-intéressantes que Ton en déduit. Nous renvoyons, pour ces détails, soit au Mamul 
des candidats à l'École polytechnique, soil aux Traités de Calcul différentiel. 
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loue 

^= l.g (n+i) "^- 

Quelle que soit la valeur attribpée à œ, le terme géqéi^l 5-r- a 

pour limite zéro (15, 1) ; donc il en est de n^éme du reste R, attendu 
]ue le facteur e^^ est nécessairement fini. Par suite, 

113. Développement de sino;. De f{x)=sinœ on déduit 

f'{x)=cos X, r{^)= — sin X, f\x)=: — cpsrc , 
p-[x)=%mx=f{x). p{x)=f{x) ; 

puis 

/(0)=0, r(0)=l, r(0)=0' r(0)=— 1* H0)=0 ; 

donc 

La fraction . a pour limite zéro; de? plus^ Ços[dx^ est 

compris.entre — 1 et +!• Par conséquent, 

sinoj—iB— j^-f-^2 3^g ~1.2.5...(2n-i)"^ ' ^^ 

quelle que soit la valeur (je ^. 

114. Développement de cosa;. On trouyç, absoliiment de la iqéme 
manière, 

'^«^=*-o+iTï:5i------=^r2:3:.7:(2ii=2)=p (^) 

115. Remarque. Si, dans le développement de e', on change x 
en xV^—i^ on obtient 

^^1*^ ^ 1.2 Lî-S*^ ^1.2.3.4^1.2.3.4.5 



La partie réelle de cette série est égale afi déYeloppement de co^a;^ 



* _«__ ' 
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et les coefficients de V — 1 forment le développement de sino?. On ex- 
prime ce résultat par Xit^mixon symbolique 

e^^^^= cosaî+l^ — 1 sin x, 
dont les conséquences sont excessivement nombreuses [*). 

116. Développement de l(l-4-i)- Si, dans la formule de [Mac- 
Laurin, nous supposons /(x)=/(l+^)9 nous aurons 

f'{x)=l.2{l+^\ , /•«(a!)=±1.2 (n— 1)(H-»)" 

puis 

/]:o)=o, r(o)=i. r(o)=-i. 

n0)=l-2 /•»(0)=±1.2 (n-1); 

par conséquent, 

avec R=:p_(__J , 

à cause de la formule (5). 
Nous savons (15) que la série 

05 a;* . ce* , CD* 

~ — — ± — rc,.,,. 



est convergente lorsque l'on a 

a;> — 1, x<i, 

et qu*elle est divergente dans tout autre cas. Cela posé : 

1"* ^'t la valeur de x est comprise entre et 1^ inclusivement, la 

{*) Par exemple, si Ton élève les deux membres à une puissance quelconque <i, et 
qu'eosuîie on y remplace x par nx, on oblient 

gnxv/^_,(cos x-¥- V/^ sin a?)«, 

e"*^^^:î=:cosfw;-4- V^^ sin nx; 
donc 

(cosa?-|- v^^^sln a?)"=3 -cos fw?-h v/^ sin iwr* 

Celte relation constitue la foramUe de Moivre, 
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quantité [rr^^ we surpasse pas l'unité (*) ; de plus, — r diminue 

indéfiniment. Donc 

KmR=:0, 
et 

l{i^x)=X-^ + -—^+ ±-q: (H) 

r— -1 

n'ayant plus de limite nécessaire, on doit, comme pour le dévelop- 
pement de (l+a:)'" (IH, 2"*) , recourir à la seconde forme du reste. 
On obtient ainsi (108, III), après avoir changé x en — x : 

R= a?n+i(l— g)» / 

A cause de 

X — fij5<l —fia?, 
le second facteur tend vers zéro quand n augmente. Et comme le pre- 
mier facteur a une valeur finie, 

/tmR=0. 
Consëquemment, 

■Ê/M \ . ce' a?* AD *• ^ . 

-l{\-x)z^X-^-+-+ + -+ (I) 

(KHir les valeurs de x comprises entre et 1. 

117. -Remarque. Si, dans les formules (H), (I), on suppose x= 1, 
on trouve 

12-1— Î4-î_l4-l_i4- 

te 

et +oe = l+l+i+i+i+ 



Ce dernier résultat, qui pourrait servir à prouver la divergence de 
la série harmonique, montre aussi que l'équation (I) subsiste encore 
lorsque a;=l. 

(*) En général, cette fraction tend vers zéro lorsque n augmente. 
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118. DéveloppemeM de arctgx. De /(x)=arc Igx On tire 

mais les caicals se compliquent bientôt, de manière à dégaiser la loi 
suivant laquelle procèdent les dérivées (*). Pour la mettre en évidence, 
il suffit de faire attention que 

m4[i4^+i:d7=r]=^[(i+«*'=ï)-'-Hi~«*^=ï")-']. 

En effet, cette décomposition donne 

f[x) =— * .l.^^=i[(l-H;/=î)-^_(l_x/^-^]; 

et, en général, 

/>'(a;)=1.1.2.3 (fi_l)(-/ZT)«-^[(l+x/=î)"»±(l_a*^l)-«]; 

le signe + se rapportant âti cas de li impair. 
Pair suite, 

f(o)=:i, r(o)=o, no)=-i-2, ^(5)=è. 

/>^(0)=+1.2.3.4, , p(0)=± 1.2.3 (n-- 1) 

(n étant impair) ; puis 

arctffaî=ic — -=rH--n- — ±---+R, 



119. La série 






est convergente lorsque la vàléut absolue de m tie surpasse pas Tu- 



(♦) Iféaniiioins, si Ton pose f(x)^y^ et si Ton observe que = eoi^> on oliUeiit 
aisément 

/W(iB)s=y(»)sa 1,8.3 (fi— 1) COS*y COsfin^H — — wj . 
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nité; par conséquent, elle représentera arctga? si KmR=0. Sous 
sa forme actuelle, on ne voit pas clairement que le reste R jouisse 
de cette propriété ; mais, si Ton pose 

lz=p cos A, 6a?=p sin 1 , 
et si l'on a égard à la fbrmule de Moiwe (il 5) : 

(cos A-l- J/^=T siri Xy= côspl-l-/^^ sih j)A, 
on obtient R= ± -71 s^r î 

donc 

/tmR=0, 
et 

arctga;=^-- + ^-^+ ±-t (K) 

120. Remarque. On voit, par cet exemple, qùé là fordltiié de 
Hëc-Laurin se pv^îe assez difficilement au développement des fonctions 
algébriques fractionnaires (*). Nous indiquerons bientôt d'autres pro- 
cédés plus commodes; mais nous appliquerons encore la méthode pré- 
cédente à une question particulière. 

121. Problème. Développer, ÈuitUnt tés piiismnceê entières etpo- 
suives de \, la firÛctioH 

6 — 5a; -h a;*' 

Solution. Cette fraction se décompose (**) en - — — . Or, 

lorsque x est plus petit qlie 2 (***) : 



(*) La foDClion arctgo; est transcendanle; mais il est clair que la difficulté signalée 
ici tient uniquement à ce que la formule en question ne s'applique pas aisément au dé- 
veloppement de y ^ . 

(**) Manuel des candidats à V École polytechnique, t. !«', p. 885. 
(**') En valeur absolue. 



» t » 



72 TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES, 

et, si X est moindre que 3 : 

i^=l('+i+S+f+ +^+ )■ 

Conséquemment, 

'pouTXfa que la variable x iott comprise entre +2 et — 2 (exclusive- 
ment]. 

Si, par exemple, on suppose â?=l, on a 

»=(hl)+(l-é)+ +(è-é)+ 



Sériel réourrentefl. 

122. DÉFINITIONS. 1^ Une série 

Ao+Aiaî+A,aî*+ +A„«ia:»-*+A„af»+ (1) 

est di te récurrente, lorsque 

A„+ aiA„«i+ a, A„.24- +oikK'~k= ; (2) 

«1, a,, a^ et ft étant des constantes. 

2*" L'équation (2) est V échelle de relation de la série {"). 

3^ Enfin, suivant que le nombre ft=l , 2, 3, , la série est du 

premier ordre, du deuxième ordre, du troisième ordre (**), etc. 

123. jRemarftie. L'équation (1) peut être écrite ainsi : 

Elle exprime donc qu'un (^me quelconque d'une série récurrente est 
égal à la somme des k termes précédents, respectivement multipliés par 
des constantes. Cette propriété caractéristique est souvent prise pour 
définition. 



{*) La plupart des auleurs disent t « VécheUe de relation d^une série récurrente est «< , 

^t, , Aft- » Nous n'avons pas cru devoir adopter cette définition. 

{**) Toute série récurrente du premier ordre est une progression par quotient. 
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124. Théorème XXYI. Toute fraction rationnelle ^ eit dételop- 

pàble suivant une série récurrente, dont V ordre est égal au degré de 

¥{X) C). 

Démonstration. V Si l'on décompose ~r en fractions simplesi on 

pourra développer chacune d'elles en série convergente (**). D'ail- 
leurs , la somme de plusieurs séries convergentes est encore une série 
convergente (**^) ; ^uc la fraction proposée est développable en une 
série convergente de la forme (1) (****). 
2^ Cela posé, de 

M=Ao+A,aî+A,a^+ +A„_,x«-*+A„aî«+ , (3) 

on conclut 

/(a;)=[Ao+Aiaî+A,aî*+ +A„^iX«-*A„x»+ ]¥(x); 

puis, en supposant 

et en identifiant les deux membres : 

K+ A„«|ai + + An.ika*= ; (4) 

pourn>fc;etc. r***). 



(*) Il est sous-entendu que la fraction est irréductible; que le degré du dénominateur 
surpasse celui du numérateur; qu*aucundes deux termes n^est divisible par a;; etc. 

C*) Les fractions de la forme produisent des progressions par quotient; les 

a — X 

autres se développent par la formule du binôme (111). 

(***) Pour démontrer rigoureusement cette proposition, il suflBrait de considérer les 
restes des premières séries. 

[****) Tout ceci suppose, bien entendu, que x est compris dans deux limites conve- 
nables. 

[••***) On voit que nous traitons la série convergente contenue dans le second membre 
de l'équation (3] comme un véritable polynôme. Pour légitimer complètement cette ma- 
nière d'agir, on pourrait poser 

f(x) 

r:7-r=Ao-i-A|rH-A,a5H- 4-Anaî»H-pn+i(aj)a?*»+S 

¥(X) 

en représentant par pi»+](^) titM fonction qui ne devient p<u infinie pour a;=sO : ceci ré- 
sulte du fait de la division de f(x) par F(x), 



» 
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125; Théorème XXVII. Réeiprôquemenlf toute série ricurretUé con- 
vergenUf de la forme (t), a pour limite une fraction rationnelle 

Sife+Sfc-i.g^ac-H +S,.afc-ia*-^ 

i-hc-iX-h +ajba;* * 

âans laquelle S^ représente la somme des k premiers termes de ta série, 
Dim&nsMUon. En Taisant, dans Téquation (2), 

n=:k, n = &-l-i, n = &+2, n=fc+/, 

on obtient 

A* ^* +A*-i^*'"' .«10?+ +Ao . «4X^=0, 

Aif^iO^-^^+Afi «* .«iaj+..-î+Ai« .«|fcaî*=0, 
Ajn-2^'*"'+Ajt4.iir*"^* . aiX+ +A,a^. «40?*= 0» 

Ces égalités donnent 

puis, comme les sommes Sj^^./^^, Sj^^/, S/^i ôttt, (lAlr hy^thSse, 

une même limite S : 

g_ SH-Sfc-i.a,a?+ +S,ttfc-tg*-* 



Appllo«èîdnf. 



126. Problème I. Développer 



6— 8ir+ai* 
De 

1 +«= (6— 5»+ aj*)S"A«ac», 
on conclut 

l=6Ao, l=6Ai— 5Aoi 0=:6Aj— ôAi + A^, 

0=6A„— 5A„«,+ An-2; 
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donc 

i4-a? i lia; . 4^ 



potirtni jue x «o«l compris entre — 2 ef +2 (*). 

127. Problème II. Développer ^ . 

On trouve 

l=2Ao, 0=2A,— 2Ao; 
et, pour n>2 : 

2 A„— 2 A„_| + A,j_2= ; 

donc 

4 14 1 i 1 

A — 1 A — 1 A — - A — A — ^ A — - A — - 

0"^»* *""2' *""4.' ' — * — 8' — 8' • — 16' ' 

pais 

2-icW=2-*-2*-+"i*-8''^8* -I6^ +32* 

^ 9 I 4 4Q 1 It 



+ 32^+64^ ~î^^ 



pour les Mleùrsdé x eompf{5ds entre — \/lt et +\/2 (excltisire- 
menl) Çy 

128. RêmdrqH». Oh aftivë plus irapidettietit aa résultat , et Ton 
voit mieux la loi des coefficients, en multipliant par 2+2^+^' les 
deux termes de la fraction. En effet, 

1 2+2a?+a?* 2-f-2aH-a;» 



2-2a?+a;* (2+aî*)«-4a;* 4+a?* 

=i(.+2.+.-)(.-î+ï-^+.....), 

(*) Ces résultats s'accordent avec ce que Ton a vu ci-dessus (ISl). 

(**) Pour que le dûVeldppeiilëtit de soit cdnVergent , a étant iinagînaire, U faut 

que le module de x soit inférieur au module de a. Le lecteur démontrera facilement celte 
proposition, s'il met a et a; sous la forme 

?(cosa-4-v/IITsina). 
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00 

2-2j4-aî*~4'*" T^ 4 4« 4« 4«"*" 4» "*" 4» "*" 4» ' ®*^* 

129. Problème III. Développer r — ^"^ , 

La division du nomérateur par le déDomioatenr donne, pour les 
premiers termes do développement, 1 — x*+2x*. D'ailleurs, Véehelk 
de relation est 

A» =— A;,_, + A„_8 . 

Par conséquent , 

A4=— 2, A5= 2+1=3, A.=— 3— 2=— 5, At=5+2=7, 
A8=— 7— 3=— 10, A«=15, Aio=— 22, Aii=32, , 

puis 

î±^"=l— a^'+ar*— 2j;^+3a;*— 5aî'+7«— 10x*H-15«* 

— 22a?'*+32aî"— 

pourvu qtée x soil, en valeur absolue, inférieure à la plus petite racine 
positive de Véquation gui donne les modules des racines de Véquation 

x'— X— i=on. 

130. Remarque. Dans l'exemple I, ou dans le problème de la 
page 71, il a été facile de déterminer le terme général du dévelop- 
pement de la fraction, parce que l'on connaissait, sous forme finie, 
les facteurs du dénominateur. Il en est de même pour l'exemple H. 

{*) Si Ton pose 

aj= p (cos a+ \/^ gin a), 
on obtient 

t+p cos a— p» cos 3a=0, psina — p>sin8As=0. 
On peut remplacer ces équations par 

l=p«-»-p6- 8p*(i— 2sin«a), l=p«(3— 48in«a). 
Celles-ci conduisent à p«4-p*— i=o, 

équation dont la racine positive est comprise entre 0,8688 et 0,8689. La série est donc 

convergenie pour les valeurs de x comprises entre —0,8680 et +0,8681) (exclusivement). 
Ajoutons que les racines des équations 

a?»— ru— 1=0, p«-hp*— l5=o 
vériflent la relation œ=s — ;. 
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Hais, si Ton se proposait d'assigner le terme général de la suite 

1, 0, —1, 2, —2, 3, —5, 7, —10, 15, 

on serait ramené à la résolution de l'équation irréductible 

x^ — X — 1=0. 
La question peut donc être regardée comme à peu près insoluble (*). 

151* Problème IV. Développer -. — ^ — rr-ï» suivant les ptits- 

mnees de x. 

.Solution. Le développement commence parl+cosd. D'ailleurs, 
récbelle de relation étant 

A„ — 2A„_i cos 9 + A^2= , 
ou 

A„=A„.,2cosô— A„.2» 
il en résulta qu'un terme quelconque du développement cherché est égal 
à la somme des deux termes qui le précèdent, respectivement multipliés 
par 2cos9 et par ( — 1). D'après les formules de Thomas Simpson, 
les cosinus des multiples de 9 procèdent précisément suivant cette loi. 
Donc, à cause de 

Ao=l, Ai=cos0, 
nous aurons 

Aj=cos29, A3=cos30, , A„=:cosnâ, , 

et, par conséquent, 

M I'^^^. ^ =l+a?cos9+a?*cos29+^^cos3g+ +af*cosnO+ , 

1— 2jCCOS6+iC« III 

pour les valeurs de x comprises entre — 1 et+l (exclusivement). 

132. Remarque. Si, dans la dernière formule, on suppose a?=cos9, 
on trouve cette relation assez remarquable : 

cos29+cos9cos39+cos'ôcos4ô+ 4-cos'»-*ôcos(n+l)9+ =— 1 (**). 



(*) Cependant, si Ton appelle a, 6^ c les trois racines de cette équalion, on trouve, 
par un calcul que nous supprimons : 

1— a 1-6 - . 1— c 

^ ^ îa-f-s aen-a «c+s 

("*) Elle est en défaut lorsque cos6r:dbl (5S). 
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133* PgoBUiiç V. Trouver la fraction ginérfilmcê d$ la série rir 
currente 

4 

l—x+a,*—2x*+ba^—iix*+23x''—i9x'+i0ia^— ...... 

dans laquelle 

A„+2A„.i— A„_4=0. 

Solution. Cette fraction a la forme .^"i^""" — (*). 

D'ailleurs, si I'od multiplie par 1+2^ — x* les premiers tgfqjes ^e 
la sérip, et qu'on identifie le résultat avec a-^bx+cx^-f-daf, on 
obtient 

a = l, 6 = 1, c— — t, d=0. 

Par conséquent, pour des valeurs de i suffisamment petites (**), 
X—x+x'^2x'+bx'^Ux'+ =:iig=^. 



n 1^ série étant rfguUère à panir de n=f. le nufoéraleur de )a ffactioi) a^nf^lftcf 
est un polynôme du troisième degré, ou d'un degré inférieur. Si Téchelle de relation 
n'était applicable qu'à partir de n=p, le degré ô^ numérateur serait p— 1, au plus. 

(**) Celte restriction, sur laquelle on ne saurait trop insister, doj^^tfp f^ite foiife^ |^ 
fois que Ton essaye de développer une fonction en série. Faute d'y avoir égard, on arrive 
à des résultats du genre de ceux que nous avons indiqués au commencement de ce 
Traité (4). 

Si, par exemple, on supposait a; = 1 dans la dernière équation, on trouverait 

1-.1-+-1— 24-5— 11-1-23- 48-4-101— = -, 

ce qui est complètement absurde. 

Req^arqppns ejf core que si, en cherphjipt )e développement ff'upe fiQnction ^{x)^ on est 
conduit à une série qui soit divergente pour toutes les valeurs de œ, il en résulte que la 
forme essaya est impossible, puler a trouvé , pour |q déye)pppei»^n( ^^ Ij| fo|)ptloi| 9((p) 
déterminée par les deux équations 

la série 

l.aj— 1.2.a?'4-l.a.3.a5»— dbl.S.3 nc&^ 

Or, il est très-facile de reconnaître que cette série est toujours divergente (excepté pour 
07=0). Par conséquent, le résultat obtenu par ce grand Géomètre est iii^dmissjble, a|)jssi 
bien que Tégalité 

1— 1.2-Hl.a.3— t.ii.3.4-h =0,408 6ftS 6377 , 

qu^il en a déduite. 
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134. Pap9L&4fS VI. Rêconmiirs 41 un$ série est récwmmê. 
Solution. Supposons que, danç la série pFoposée : 

Ao+A^a;+A,aî"+.....+A„iP"+„,.,, (1) 

la po^fQfsiept A„ soit jiqe fppcjjpp donnép dp f^ (*), saypjr : 

A„=?(n). (2) 

Si la série est récurrente, elle a pour somme une fraction inconnue 

F(a!)"*~^i(6— œ)*^^. (e—xY^ "^ jLi (.9— x)»' 

en supposant 

F(a;)=(a:— 6)P(f— c)^...,(a;r-jj)'. 
Si les diverses fractions siipples 

étaient données, on pourrait les développer par la formule du binôme, 
et Ton aurait, par exemple, 

B, Çifi i_iî-4- . »'(H-i) (t+n— i) œ* "i 

^6— içj»— 6»L "^l b i.2.....n 6»"*" J* 

Hais, par la théorie des corqbin^jsons, 

t(>+i) (t+n— l) _ (n-H)(n+2) (n+t— i) ^ 

1.2 n ~ 1.2 (i-l) ' 

donc le coefficient de r^ , dans V .._ ^ ., a pour valeur 

B, B. n+1 B, (fi+l)(n+2) . Bp (n-H)(n+2) (>H-p-l) x^n 

6"*"6«* 1 "^'t» 1.2 ■*■ bP 1.2 (p— 1) '^^ 

c'est-à-dire tin« fonction entière de n, don< /« degré m surpasse pas 

(p-i). 

D'un autre côté, une fonction entière de n^ ^u degré (p— 1), est 
toujours décomposable suivant la forme (3), c'est-à-dire que, ^{n) 

n Cette manière d'entendre la question est la seule qui nous paraisse admissible. 
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étant cette fonction, on pent déterminer les coefficients B^, B„ Bp 

de manière à avoir, identiquement, 

T+-pnr+ ^v — i.î (p-i) -*w i )• w 

Par saite, pour que la $êrie (1) sotf ricurrenU, il faut et il m§î que 
Tarn ait 

A,= B6-«+Cc-"H- +Gfr\ 

b, c, g ilant des eonstanUs, et B, C, , G élafU de$ fimelùms 

eniières de n {**). 

135. Remarques. I. En augmentant d'nne nnité les degrés des 

fonctions B, G, G, on a tes exposants des facteurs i — x, e — x, 

g — X, dans le dénominateur de ta fraction génératrice. 

n. Si le coefficient A^ est égal è une fonction entière de n, du degré 

p — 1, la fraction génératrice se réduit à t/^ xp (***)• 

Soit, par exemple, 

A,=ii'— 3fi+l, 
auquel cas la série est 

On trouve (133) pour fraction génératrice, ou pour somme de la série, 

(•} Si Ton suppose, saccessîTemeot, «=— l, «=— t, n=— 3, , on obtient 

(**) Une antre solution de ce problème a été donnée par Ligrange. 

(***) Ce corollaire de la propriété précédente peut être démontré directement, d*one 
nonière asseï simple. 

La fonction entière Â» éUnt de degré p^l, sa diffén'ncefK est nulle ; donc l'écbelle 
de relation est 

An^- An— !-*-«— -——An— t—,..%%±A»-^=sO; 

1 1 «S 

et, par suite, le dénominateur de la fraction génératrice a pour \aleur 
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"Realierolie da développeiiient d'une fonotion, aa moyen dn développement 

de la fonction dérivée. 



I 



136. Théorème XXYIII. Si, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre et une quantité positive A (iDcIusivement) {*), on a 

f{x)=A^ + AtX + k^a^+ +A„iC«-^+ , (1) 

on aura aussi 

¥{x)=¥{0)+A,x+lA,x'+lk,x'+ +^A^+ , (2) 

pour les m^es valeurs dex. 

Démonstration. La série (1) est supposée convergente, c'est-à-dire 
que 

¥'{x)=k,+A,x + A,x'+ +A„a;«-i+R^, (3) 

Ru représentant une fonction qui tend vers zéro, lorsque n croit in- 
définiment, et que x est compris entre et A. 

Si l'on prend les fonctions primitives des deux membres, on aura 
donc 

V{x)=¥{0)+A,x+Ia,x'+Ia,x'+ +lK^+cf{x,n). (4) 

en désignant par (f{Xyn) une fonction qui a pour dérivée R„ , et qui 
s'annule avec x (**). 

Gela posé, cette fonction peut être regardée comme représentant 
Taire comprise entre Taxe des abscisses, la courbe qui a pour ordon- 
née Ru, l'axe des ordonnées et une ordonnée quelconque, répondant 
à une valeur de x inférieure ou égale à X. Or, l'ordonnée R;, ^ ponv 
limite zéro ; donc cf{x^n) converge aussi vers zéro. 

137. Remarques. I. Le théorème subsiste lorsque la série (1), 
convergente pour a? < A, devient divergente quand a;=A, pourvu que 



(*) On pourrait remplacer zéro etX par deux limites quelconques; mais Téquation (2) 
deviendrait un peu plus compliquée. Du reste, le cas général se réduit aisément au cas 
particulier. 

(•*) Cette fonction <p existe^ car elle est la différence entre F(a?) et le polynôme qui la 
précède. 

6 
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la série (2) soit encore convergente pour cette valeur de x. En effet, 
leg deux membres de la formule (2) sont des fonctions continuoi» 
constamment égales; dono leurs limites, répondant à a;=:X, sont 
égales entre elles. 

II. Ce même théorème permet de développer en série toute fonction 
dont la dérivée est algébrique, beaucoup plus simplement qu'on ne le 
pourrait faire par l'application du théorème de Nac-Laurin (120). Les 
exemples suivants vont justifier cette assertion. 



Applloatiom. 

138. I. Développement de ]{l+j). DeF(a;)=/(l+ic), on tire 

X étant compris entre et -f-l. Par conséquent, entre ces mêmes 
limites, 

l{i+x)=x-^+-^- ±—^T : (A) 

ou n'ajoute pas de constante, parce que {(1)=0, 

159. Remarque. La première série cesse d'être convergente lorsque 
x=zl ; mais, comme la seconde l'est encore pour cette valeur de x, oo a 



140. Ih Développement de \{1^^%). Changeaift â? en — a? dans (A)) 
on obtient 

-/(l-x)=a,+l-+Ç+ +^+ (I) 

14i. III. Développement de arc tgo;. La dérivée de cette fonction 
est 

=1— a?*+ii;*— a;'+ ±a;'«T ; 



i+sc 

donc 



arctga;=aî-3+--.-+ ±^^zç (C) 
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On n'ajoDte pas de coDstaDte, parce que le premier membre 6tt sup- 
posé représenter le plus petit arc dont la tangente est x. D'ailleurs, 
la série (C) cesse d'être convergente à partir de x=^±i. 

142. Vf, Développement de arosinic. Cette Tonction a poard4riyée 

4 

\n QVf par la formule du binôme (111}« 



poorm que x soit compris entre — 1 et +1 (exclusivement). Par suite, 

.la;* i.3a^ . i.Z.f^x' . 1.3.5.7 x» . .... 

arcsia«=aî+5 3+^^+^;^Y-hj;j^j+ ; (D) 

etc. 

145. Remarque. La série (D) , encore convergente pour x=:l, 

donne 

w ^_. ^ , 1*3 , 1.5.5 , /„. 

2= *^53 + 1X5+5X6:7+ ^^f 

De même, en faisant a;=^, on trouve 

3 ~ ^8.3^8.16.5 ^8.16.2i.7^8.16.î4.32,9^ ^ ' 

i 

144. V. Développer la fonction qui a pour dérivée ^^^^ , 

On a trouvé (128) 

^, , 1 2 . 2flî . a;« 2a^ 2ir» »* , ««• . S^» , a?'» 

*^(^)=2=2SM:;?=4+7+T-ii"'~ir-i^ 

D'ailleurs « 

1 1 



f 



41 •t-jr •— • 



2-.2j:4-aî* i4-(a?— 1)* 

eit la dérivée de arc tg (a? — 1). Donc 

arctg(a;— 1) 

=iK(0+iJ^-r3)-(l5+n+8T7)-^(î6:9+i6âô+Mlî)-^- 

De pins, 

arctg(— 1)=— j=fC; 
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donc enfin 

2arctg(a?— 1)+^ 

-irî+î:2+2:5/~i4:5+4:6"^8?7/+(i6:9"*"î^ 

145. La série (G), qui est convergente entre x=±\^2 (127), 
pourrait servir, comme le développement (G) de arctgâ^, à calcaler 
le rapport de la circonférence au diamètre. Nous entrerons, à ce sujet, 
dans quelques détails. 

1^ D'abord, si Ton suppose x=l, on a 

2 14.1^1.2^2.3/ IIT^'4.6~8.7/^\16-.9^16.10^32.11/ ^^ 

2"" x=\/^2 donne 

2arctg(t/2-l)+:=J+^ = 5« 

=^2[i+l-i-i + |+^ ]+[l-|+*- ]; 

ou^ à cause de 

H--3+H-7+ = W 

2=^^2(- + --5-- + 5 + j:j~^--+ J. (c) 

3** En combinant les formules (6) et (c), on obtient facilement 

4v^2"*"8 7 "^9 1S"*"17 23"*"23 ' 

ff W 1 ^ _, ^ ^ _L_ ^ ^ 

4\72 8~3 H"*"îî Î3"'^Î9 ii"^ ' 

ou 

.=48(v^2-l)(±+^+i4 + ,-^+ ). (d) 

.= 16(^2+l)(±+jJ^ + ^ + ^+ ). (e) 

4" Le premier membre de la formule (G) est la même chose que 

2[arctg(a;— l)+3=2[arctg(a:— l)4-arctgl] = 2arctg^; 
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donc 

aarctffr — 

"^tl.l"*"l.2"*'2.3y i4.5"^4.6"^/"^il6.9"*"46.10"*" 32.11/ ^^ 

5^ Si, dans cette dernière équation, on fait â?==-y on obtient 

arc tg^ 

/i i i\/4 1 l\/4 i 1\ 

6^ Dans la formule (H), changeons x en — x; nous aurons 

^ a? 05 a?* ^ ag' a?* ^ ag' a?' a?® a;*<> a?'* . » 

^^^^^8^:;^— ï:ï-ïX*'2:3""4:H^i:6~8?7"^16.9 46.40"*"32JÏ" ' ^*^^ 

et, en supposant a?=l, 

l_J 4^ J 4^ J 1 ^_4 4__ ^j , 

arctg^_^2 2.2"*"3.4 5.8"^6.8 7.46"*"9.32 10.32 ■*"44.64 ^^^ 

La différence de forme entre les séries (/*), (g) est assez remar- 
quable, surtout si l'on se rappelle que Ton a encore 

l_4 JL . _L * I ^ 

arc tg - — r 5 + ^ -, =-=^ + 



3.5» * 5.3» 7.3'' ^9.3» 



7*" Dans la même formule (H), supposons a;=2 ; nous aurons 

1_/J__ J 4_\ /J 4 4 \ 

^'^ S7— ^l,2»"*"2.2«"'"3.2V l5.2'*"^6.F»"^"7.2«/ 

8*» j=:arctg-+arctg-=2arctg-+arctg-; donc 

— / V . ^ I M f — 1 ^ i M -4- / ^ I ^ i. ^ ) _ 

^ i4.2"^2.2»"^3.2V \5.2''"*"6.28 "^7.2*0/ "^ 19.2'»"^40.2^* M4.2"/ ' 

"^\4.2» ' 2.2» ' 3.2^(5.2" ' 6.2""^7;2«/"^i9l2^"^40.2«» ' 44.2"/ 

Etc. Ç). 

146. VI. Développer la fonction F(x) qui a pour dérivée ; . 



w 



(*) Quelques-uns de ces résultats ont été donnés par Euler. 
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On trouve aisément F(iD)=Z(j5+/l+a?), en supposant F(0)iS5 0. 
D'aillenrSi 

donc 

l(x+Vi+x*)=x — -x^+ -^aj* — ^'^'^ a?^+ (L) 

147. Remarqua. Si l'on change x en xV^^l, on trouve 

c'est-à-dire, à cause du développement de arcsino; (142) : 

t{xi^^+\n^^)=\C^ arcsin x; 
on encore, en supposant y=arc sin x : 

/(cosy-4-^^-*-l sin y)=y/IIIÎ ; 
e% qui équivaut à la formule de Moivre (115). 

148. VII. Développer la fimctitm doûl la dérivée é$t 



i^w^y/Cf^ 



X 

De 



^ W= a ' 



on tire 



en supposant F(0)=0 (*). 

Le développement du radical donne ensuito 

ly/ \^^ A ^ t ^ % ^«Si, 4.5.5 7 



^-màmm^t^ 



(*) Pour remonter de la dérivée à la fonction primitive, on pose \/i+x'h=zx^%; ce 
qui donne 

ir=:-=j— , x'g=i^ . — r- , F (a5).«'r=-" I 1-*-- — — ; I, etc. 
On voit que cette transformation a j^our eflfet de KthdM MUonnelle la dérivée proposée. 
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Donc 

F(a!)=a!-ia!»+2^.aj*-^a5«+2^.a;'- (M) 

149. Remarquei. l. En changeant x en -^^si; dans la formule (L), 



on a 



De plus, 

Par conséquent^ 
2ïi±^^iî^=î===P(a!)+î(KT+7»-«)-(l + *-nT^) 

1 i. 4_^ 4 1.3 6 4.3.5 8 



[, i , . 1.3 . , 1.3.5 7 . 1 

[1 , 1 4 1.5 t , 1.5.5 g "1 

«— j« -ho* ""274:6* "'"âXêl*"" J 

^2» 2.3 2.4» 2.4.5*^ 

^ l.ft.5 9 1.3i5 7 1.3.5.7 g /«-x 

IL Si l'on fait âs^al dans cette dernière formule, on trouye, après 
avoir changé tous les signes, 

v^^A 1 , 1 . 1.3 1.3 1.3.5 1.5.5 1.3.5.7 1.3.5.7 

ce que Ton peut écrire ainsi : 

.c^_. 1 1.5.9 1.3.5 1.8.5.7.17 1.3.5.7 1.5.5.7.9.21 /px 

2\5+"2.4«.5 2.4.6«.7"^2.4.6.8«.9 2.4.6.8^9"'"2.4.6.8.10M1 ^ ^ 



!**■ 



CHAPITRE YL 

SOMMATION DES SÉRIES. 

IdO. Nous avons indiqué précédemment (Chap. III) plusieurs pro- 
cédés très-simples, et pour ainsi dire purement arithmétiques» qui 
permettent de sommer certaines séries. Nous allons exposer actuelle- 
ment, autant que le comporte la nature de cet ouvrage, quelques-unes 
des méthodes générales que les géomètres ont imaginées, dans le des- 
sein de résoudre le problème de la sommation des séries. Dans ce cha- 
pitre, nous serons obligé d'employer la notation infinitésimale, ce que 
nous avons évité jusqu'ici (*). 



(*) Voici, pour les jeunes lecteurs qui n*oiit pas en main on Traité de Calcul intégral, 
les priacipes de cette notation : 

Ati dy 

10 Si y=if[x], y'z=f\x)=Um — , se représente par ^; 

Ââ/ ax 

2« La partie principale de 6y, c'est-à-dire j/mb, est appelée la différmUiêiU de y : on la 
représente par dy; 

30 Lorsque x=:yy ^y=^x=dy; en sorte que la différentielle de la fonction se réduit 
alors à Paccroissement de la variable indépendante : pour cette raison, ce dernier ac- 
croissement est généralement représenté par dx ; 

io Gonséquemment » le rapport des différentielles de y et de x, c'est-à-dire dyidx, 

dy dy 

égale y' ou :;- (!•). Autrement dit, dyz=z--^dx; 
ax ax 

50 F{x) étant la fonction primitive la plus générale de f[x), on écrit V{pD)=zff[x)dx-hCi 
le signe f, initiale du mot sommes s'énonce somme de ou intégrale de. D'ailleurs , l'ad- 
jonction de la constante arbitraire C montre que Jt[x)dx est une nUégrale indéfinie^ ou 

la fonction primitive ^{x) que Ton obtient en renversant les régies du calcul des dé- 
rivées; 

60 Si F(x) doit s'annuler pour «=a, on a F(a?)BaÇ(»)— 5p(a)=s ff[x)dx : a est la 
limite inférieure do l'intégrale; 

70 L'expression / f(aî)(ir=3Ç(^)— ç((l)«p«F(^) n'appollo xwxta intégrale indé/ime : eWe 
est évidemment indépendante do x^ ^l il (M h on Hout tadépondautes; 

80 L'équation fudv=:uv^fvdu, quo l'on vérlll« ou ditf^fr^iant les deux membres, 
constitue le principe de VinUfgration par t^krlie. 



i 
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PREMIERE METHODE. 



151. Elle consiste à effectuer, sur la série proposée, des différen- 
tiatioDS ou des intégrations, de manière à en conclure, s'il est pos- 
sible, une nouvelle série que l'on sache sommer {*). 



Applioations. 

152. Problâme I. Sommer la série 

r+T+T+ + n+ 

Solution. Si l'on représente par f{x) la somme cherchée , on a 
f[x)=l+x+x^+ +a?»-*+ , 



ou 



Donc /(^)= — K^ — ^)î 

ce que l'on savait (**). 

153. Problème II. Sommer la série 

f{x)=:l+2x+3a?+lix^+ 4-na?»-^+ 

Solution. Cette équation donne 

ff{x)dxz=zX+X*+X^+X*+ +35"+ + C, 

1 — X 

puis, en prenant les dérivées des deux membres , 

Ainsi, 

7r-^-.=l+2aj+3a;"+4aj'+ +n««-*+ ; 

(1 — X)* 

résultat évident par la formule du binôme. 

(*) Il est entendu, une fois pour toutes, que ces deux séries devront être convergentes. 
(**) On traiterait de la même manière les séries qui représentent arc tg x, arc sin x^ etc. 
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154. Problème III. Sommer la série 

Solution. Opérant coniroe pour le Problème I, on trouve 

//j^O— 1 
ïi:^6^- (A) 

Il s'agit donc, pour résoudre complètement la question, d'effectuer 
rinlégration indiquée, ou de trouver la fonction primitive de r^TS' 

Toutes les fois que a et 6 sont entiers positifs, ce problème, dont 
nous allons donner quelques exemples, ne présente d'autre difGculté 
que la lôAgtieiir des calouls. 

155. Pr(»lèmb IV. Stnmner la série 



Solution^ D'après la formule (A) , 



D'ailleurs, 



donc 



ou 



f{x)='^\l{l^x)+\l{l+x)+^ trc tg «r, 



/(^)=i^î-zl + j«rctgxn. 



1S6. Problème Y. Sommer 






Solution. La formule (A) donne 



(*) Oh n*ajoute pas de constante, parce que A0}=0. 
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Le dénominateur 1-^x* fle décompose en 

(l—*) (1+ *) (1— «H- »») (l+a; + A^. 

Par coDséqaeot, 

f{as)=:M{i—x)+A'l{i+x)+Bl{l—x+x*) + B'l{l-\-x-i-t^) 

+Carctg2^+C'arctg^. 

A, A\ B, B^ C, C^ étant des constantes. Pour les déterminer, prenons 
les dérivées des deux membres; nous aurons 

i A_^ A^ B(-1H-2œ) B7i-h2a;) Cv/5 CV8 ^ 

puis 

A=— -, A=^, B=— ~, ^ — Î2' Ct-C'=îgK3. 
Par suite, 

on en6n 

1S7. Pbobléme YI. SomiMr la sérié 

''=(kl-*î)+(ï-<-î-*l)+(n+Â-«é)+ 

SoluUùn. Cette série est un cas particulier de celle-ci : 
qui donne, d'après la formule (A), 

OU 

Faisant œ=zl dans cette formule générale, on a donc 

S=|/2-l. 
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158. Remarque. On arrive plus rapidement à ce résaltat, en 
combinant la série proposée avec celle^i : 

Ed effet, 

S— /2=— g— (j— 5)— (g— jg)— (-— -)— 

etc. 

159. Problème VIL Sommer la série 

^(4-l-5)+(4-î-î)H-(4-îr-è)+ 

Solution. Posant 



on trouve 






et, par conséquent, 

S=l— ifâ. 
160. jR0margu«5. L Cette valeur résulte aussi de ce que 

•^^U 5^4 S/^U V8 9/^^10 11 M2 13/^ 

II. Si l'on ajoute membre à membre les deux égalités 

_. ,g /i 1 1 i\ /i 1 1 n M 11 i\ 

■^"*" \2 r*"4 5/ ie r*"8 9/ Uo ll"*"l2 13/ ' 

2-,^.(4-4-l)+.(.L4_l)+2{.i^l-l)+ 

on obtient 

/3 1 1 i\ A3 ! 1 1\ . /3_J^ £ i_\ 
^— U 3~4~5/''"l6""7""8 W"^lîÏÏ 11 12~13/"*" ' 

OU 

*=i(^+i+l)+ë(?'+l+l) + ro(ii+â+è)+ 
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m. si, après avoir écrit ainsi la série proposée : 

^=K-H)+(|-^-^(i»-r-,T)+ 

on avait pris 

et que l'on eût fait à part la somme des termes positifs et la somme 
des termes négatifs, on aurait trouvé 

puis, en supposant x=l, 

S=l. 

Le premier résultat est exact tant que x est inférieur à 1 ; mais le 
second est complètement faux. 

En effet, lorsque x= 1 , les deux séries partielles 

i 1 1 



a+B)H-(5+^(À±è)+ 

devenant divergentes, on ne peut plus appliquer ce principe : la dif- 
férence des sommes est égale à la somme des différences {*) . 

161. Problème YIII. Évaluer 

^ . afl 0?**+^ a^+*^ afl''^ 



(*) Si Ton représente par Sn la somme des n premiers termes de la série (a), on trouve 

1 h H I. 

Tant que x est inférieur à Funité, la quantité entre parenthèses a pour limite zéro; mais, 
si a;=l, cette même quantité est comprise entre 

- 1 et - h 

(87) ; donc elle a pour limite - 22. 

L'exemple que nous venons de traiter montre, une fois de plus, combien remploi des 
séries exige d'attention. 
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Solution. D'après le Problème III, 






Par exemple, 

flc* ar* a;* 

et 

1114 1 s 

162. Problème IX. Déterminer 
Solution. Opérant comme pour le Problème II, on a 

puis 

163. Problème X. Déterminer 

f[x)=ax*+{a+b)a^-^+ +(a+n&)a5*+»P+ 

Solution. Pour ramener ce problème au précédent, multiplions 
les deux membres par pafl, et l&chons de déterminer p et 9 de ma- 
nière à avoir 

p{a+nb)=a+n^+q+l, 

pour toutes les valeurs de n. Cette condition donne 
ou 

D*ailleurs, d'après la formule (C), 

donc 
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164. Problème XI. Dét$rmin§r 

Solution. Ce problème, généralisation du Problème III, 99 réiout 
comme le précédent. On trouve, en multipliant tous les termes de la 

série par —, et disposant convenablement des quantités p, q : 

f{x)=lx—^J ^âz. (E) 

165. En réitérant l'application des mêmes procédés, on peut 
sommer les séries dont le terme général a la forme 

o'(a'-+-6').....(a'+n6'j ^ ^ 

Pour abréger, nous nous contenterons de prendre deux cas parti- 
culiers. 

166. Problème XII. Sommer la série 

/':*)=0^-0^'-+-0«*-' =^ («+iK>H-2) ^'=P 

Solution. On a 
puis 

i-^da;=- — T + ir — ±""75 T • 

X 3 4 5 fH-2 



OU 



Cette équation donne 

Par conséquent, 

/i;a;)=:2te-i(aj+l)-2/J/(l+»). 



(•) Le lecteur pourra consulter, sur ce sujet, le grand TraiUéQ Lacroix (t. III, p. 3Si). 
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En intégrant par parties (150), on tronve 

A cause de 

-i i=l pour «=0, 

ia constante G égale 1 ; donc 

f{x)=ll+l)l{i+x)'-2} 
ou, ce qui est équivalent, 

167. Problème XIIL Sommer la série 

■^ + (0+6)» "^(0+26)»"^ "'"(a+nd)'"^ ^ ^ 

Solution. Représentons par S^ la somme cherchée. Nous pouvons 
écrire, pour abréger, 

ffQ 

Multiplions les deux membres par — - , et disposons des quantités p, q 

de manière que l'exposant de x devienne égal à ^^[a+nb). Nous au- 
rons (Probl. XI) : 

LF^J-2-o(a+n6)-i' W 

P» OP,— 6a,- 

Le numérateur txjp^^+^^y-^ peut être remplacé par a:«*-i-HiP«-i, si Ton 
pose 



(•) Cette formule est due à M. Gudermann {Journal de CreOe, t. XXVTII).Elle montre 
que, si Ton néglige les termes du troisième ordre, on peut écrire 
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Nous aarons donc, aa lieu de l'équation (3) : 

J M = A (<H-n6)'-» = ^<-' ' 

d'où 

S.=|a! * jSi_tdx. (4) 

La somme S{ étant ainsi exprimée au moyen de la somme S{_,, il s'en- 
suit qu'en appliquant plusieurs fois de suite la formule (4), et en se 
rappelant que 

on aura Texpression de S{ en fonction des données de la question (*)• 



DEUXIEME METHODE. 



168. Soit y la fonction inconnue dont le développement est 
donné. Si Ton peut obtenir, entre y et la variable x, une équation 
différentielle que l'on sache intégrer, il est clair que, par cela même, 
on aura sommé In série. 



AppUoationt. 

169. Problème XIV. Sommer la série 

Solution. On a 
ou 



(*) Il est vrai que les intégraiions indiquées ne pouvant pas généralement être effec- 
tuées, cette solution est à peu près illusoire. 

7 
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OU encore 

y 

Cette équation donne 

OU 

La fonction y doit se réduire à 1 lorsque a; = 0; donc enfin 

ce qui devait être (112). 

170. Problème XV. Déterminer 

y~^ n^"^ i .2.3.4.5 1.2.3 7"^ (*' 

Solution. Si l'on prend les deux premières dérivées, on trouve 

y'=-y- (2) 

On satisfait à cette équation en supposant 

y= A sin x+ B cos x, (3) 

A et B étant des constantes arbitraires f). Mais, pour â;=sO, on doit 
avoir y=0, y'= 1 ; donc 

B=0, A=l, 
et 

y = sin X. 

171. Problème XVI. Sommer la série 

^~ î^"»" 4. 2.3.4 4.2 6"^ 

Solution. Il résulte, du Problème XV, que 

yizzcosa:. 

172. Problème XVII. Déterminer 

1 • , 1.0 L , J .d.D A . /a\ 

^ = 2^+0* +2X6^+ (1) 

{*) On démontre, dans les Trailés de Calcul intégral, que celte valeur de y est VhUé' 
grale générale de Téquation (2). 
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Solution. Cette équation donne d'abord 






puis 






^+, 



ou 



ou encore, en différenciant les deux membres, 

-dy={i+y)d3ç+xdy. (2) 

Si l'on écrit ainsi cette équation différentielle : 

dy ^^^ xdx 

on voit qu'elle a pour intégrale : 

i(H-y)=-l/(l--a;'); 
d'oiî Ton conclut : 

y=—l + [\—a?)'\ (3) 

Ce résultat est évident par la formule du binôme f )• 
173. Problème XVIII. Sommer la série 

il— 1 ^ ^^ I ^(^-^) , m(m^i)(m~2) 3 



Solution. En opérant comme dans le Problème XYII, on trouve 
successivement : 



dx ^ i ^ 1.2 "^^ 



• • • • • f 



a((i+ 6) .... . (a4-n5) 
(*) Le terme général de la série (I) a la forme „ , ' / , . ' «•+^ coosidérée 

ci-dessDS (165). Mais on voit qu'en faisant disparaître les facteurs a-Hi6, a'-hrib', on re- 
tombe sur le point de départ. C'est pourquoi nous avons placé cet exemple dans tes ap- 
plications de la seconde méthode. La même remarque est applicable au problème suivant, 
généralisation de celui-ci. 
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dy dx 

— =:m7r — , 
y l-ha? 

lyz=:ml[l+x)\ 
et enGn 

y^[\ + x)^. 

On a ainsi ane nouvelle démonstration de la formale du binAme. 
174. Problème XIX. Sommer la série 

• ^~ ^"+"5+4 ^"*"(a+1)((H-2)^ "^ (a-hl)(a-H2Xo+3j "^ ^' ^^ 

Solution. Le procédé suivi plusieurs fois donne 

ic« ûM-1 (aH-l)(a+2) (a4-1)(a-|-2)(a4-3) ' 



/ 



ou 



p^dx=alx+xy, 



ou encore 

a— or a 



Si Ton compare cette équation (â) à IVguafion générale du pre^ 
mier ordre et du premier degré : 

y+Pî,= Q. (3) 

dont rintégrale est 



(*) Ce problème , généralisation d*iin de ceux que nous avons résolus dans le cha- 
pitre III (58), échappe encore à la première mélhode (172, note). 

(**) Si l*on multiplie les deux membres de Téquation (3) par e^^^'y le premier membre 
devient la dérivée exacte de ye^^^. On a donc 

ou Î/6^P<'*= rQrf Tf-^P^* ; elc. 
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on trouve 

y=a ^ ^ I r; — r-dx. (5) 

Telle est la somme de la série (1). Il restera, dans chaque cas parti* 
calier« à effectuer l'intégration indiquée. 

173. Si a est entier positif, l'intégration par parties donne, suc- 
cessivement, 

Çj^HL^ rfa:-— f-^1"""— r ^"' dx 



fji^^<^=\{ï^]+^i^-'')+^- 



Donc 



les signes supérieurs se rapportent au cas où a est pair. 

Pour déterminer la constante C, remarquons que, pour des valeurs 
de X suffisamment petites, 

4—0? \ ' 4— a?/ 
X 4/ aï \* , 4/ 3c Y . i / a? ^«-^^1 / a? \^^ 

Donc 

y=aL-^[-(— ) --^(^) +^(_J ~.....±cj.(7) 

Sapprimant le facteur commun gf, puis faisant a;=0, nous trou- 
vons 

Or, la série (1) se réduit à son premier terme lorsque xzzi ; donc la 
constante est nulle, et 

(1-a;)«~»r 1 / x \«-« 4 / x \û-« , .4 x . „- »-] ._. 
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176. Remarques. I. D'après le dernier calcul, les deai séries 

"^HM ^"l" (0+1 )(a+2) * + (a+1 ) (a+2){a+3) ^ "•" ' 

_?_ri l/^]h__l/ M* U^Y+ 1 

ont la même limite, lorsque 7-— ne surpasse pas l'unité. 

II. En particulier, si r— -= 1 , 

i+_L_+__L! + i^ 4..... 

*^a{a+l)^4(a+l)(a+2) ^8(a+l)(a+«)(<H-S)^ 

III. D'après la formule (8), si â;=l, 

a 

ainsi qu'on l'a va précédemment (58) {*). 

177. Problème XX. Déterminer la fonction qui a pour dévelùf* 
pement 

y=^+3T+3:5 5 +5:5777+ W 

Solution. On trouve, sans difficulté, 



■(H'_ . 






7 1 . < , 2.2 , 2.*.3 , . 2.4.6.4 , . 



puis. 



I \dx / , 1 , , , 2 , , 2.4 , , 2.4.6 . . 



OU 




d^')' . 



v-r-=ite+»^a- P) 



i 



(*) Le produit (1— a;)a.i2(i— a;) se présente sous forme indéterminée, lorsque oal ; 
. mais il est facile de voir que sa vraie valeur est zéro. 



CHAPITRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES. 103 

Pour simplifier cette équation , posons 





î>-- '■■ 




elle deviendra 








rdz 1 


r/x. 


Celle-ci donne aisément 


■ 






i 



équation dont l'intégrale est (174) 



D'ailleurs, 



donc 



ou 



ou enfin 



y = (arcsin/5?)* (*). 

178. Remarques. 1. Le développement de la fonction 

arc sin {Tx 
est 



X' 



4 4 î , 1.3 4 î , 1.3.51 î 



(3) 



(4) 



*=2^fcïï"*^^*''(*~^*)- (^) 






y= 2 [arc cos (1— 2x)]*, (6) 



Par conséquent, /a série (1) représente le carré de la série (7). 
II. En particulier, si I on suppose xr=.-, on a 



(*) Cet exemple, et le rapprochemeDt curieux Indiqué dans la remarque suivante, sont 
tirés d'un Mémoire de M. Clauseu (/ournoide Cr«^, t. IIII. 



' • # 
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et 

179. Problème XXI. Sommer les deux séries 

y=i=ajcos9+-a:*cos2ç+3^^cos39+ (1) 

z= xs\n(f+-x* siu 2(f+-x^ siu Stf-h (2) 

Solution. On a, d'après la formule de Moivre, 

et, en prenant les dérivées par rapport k x, 
on 

y+''^-^=T:^^^. (3) 

Par conséquent, 

y+zV — 1= — l[i — aî(cos9+K — Isinç)], 
ou 

e''^(cosz — V — lsinz)=l — a;(cos(p+k^— Isiny). (4) 

Cette équation se partage en ces deux-ci : 

e"î'cosz=l — a?cos(p, «""^sinjs=a;sin9; 

d'où Ton conclut 



ccsincp 
a;cos9 

c'est-à-dire 



iaz=z ^^, e^^=l — arcosç+aî*; 



180. Remarques. I. Si Ion change <p en 5 — 9 dans les séries (1), 
(2) et dans les formules (4), (5), on obtient 

(*) Ces résullats remarquables sont dus, je crois, à M. Loballo [Rficherches sur la som- 
malion de quelqws séries trigonométriques, Delfl, 1827). 
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1111 

a;sin(p — |aî'cos2(p— -rc^sin39+'a;*cos4y+ga;*sin5ç — 

i 1 1 1 
a;cos(p+ô^'sin2ç — -aî*cos3(p — -a?*sin4y + gic*cos5ç+ 



ac C08 <p 

= arctff:; r^— ; 

°1 — a9sm<p 

pnis. par le changement de x en —x : 

1 1.1 1 . 

=2i(l4-2aîsin(p+»'), 

1 • lu 1 • 1 

â;cos(p — ^a^siu 2ç— -a? cos 89+ jx*sin 4(p+ 5^*^08 5ç — . . . 

= arctffr — ^ 



07 81119 

Ces quatre dernières relations, combinées deux à deux, donnent 

X sin © — - X sin 3© +- a?' sin 5© — = 7 / 7-^-^ — r-^ — 1 , 

a? COS y — ^aj'cos39 + g« co85(p — =|arctg , ; 

paisy par le changement de (p en ~ — f : 

aîcosç+|aj«co8 3(p+U*cos5a>4. ^^;+^co«H-^; 

a?8inç-f.5aj»sin39+ga;*sin59+ =:larctg~^,^ 

n. On a donc ce système de formules : 

2^^ ~ cos n(p=— ^l{l—2x cos <f+x^), (A) 

V*a;» . . a? sin 9 

2;,-8inn9=arctg^3^, (B) 



106 TRAITÉ ÈriiMENTAIRE DES SÉRIES. 

III. Les séries (A), , (F), convergentes lorsque x^ est moindre 

qae 1, le sont encore pour a;=± 1 (137). On a donc, après quelques 
réductions, 

cos9+-cos29+=cos3(p+ = — zf2sin-<pK (6) 

sin 9+- sin 29+ ^ sin 89 + =^ — |, (7) 

co«9+=co8 39+^cos5(p+ £=:-{cot-9, (8) 

4 1 • w 

sîn9+-sin39+-8in59+ ^^î» (^) 

CO89 — =co8 394~gCos5<p — - = j, (10) 

sinç— gsin3(p+g8în59— = 5'*g(i+i)' (**) 

CO89 — ^^^^^ç+jCOsSy — =n2cos-cpj» (12) 

sin 9— ^sin 29+ isin 89— = 59 1^. 1(13) 

IV. Dans les formules (6), (7), « (11), prenons f=^; n^os 

aurons 

»=(«-:-i)-(i-i-i)+(t-i-i)+ p«) 

=(»+,-)-(-i+b)+(^+-;)-(^+a)h- (i') 

'5=(»+S-|)+(î+|-|)+(5+8— 5)+ (»*) 

5^=('-5)+(hn)--fé-n)+ («n 

(*) Ces relations, aux(tiiellofton |>eul parvenir de bleQ des manières, sont extraites du 
Mémoire du M. LobaUo, K\i>\\k cilô. 

(**) Toutos ces formules, et (telles que nous en dtVdulsons, supposent f >>0 et 7<-.Si 

Ton ne faisait pas eus resUiolions, ou pourrait trouver des résultats complètement faux. 
Par exemple, lorbquo f wO, les t'ormulut» (7) ot (lu) donnent t7=0. 



EL 
3v/3 
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V. si ToD suppose ?=g9 od obtient 



/(2+K3)=/3[(l-l)-(i-i)4-(l-l)-(l-4)+ ].(18) 



+2 



[(«+Î)-(î+h)+(^+I)--] 



■h- -4- 



('+i)-a-5)+(i+i)- ] 



l)-,....l (19) 



-4(i+!+l)-(l+|+l)+(i+i+i)-.....}W 



VI. Enfin, l'hypothèse de 7= 



1C 



-- conduit à 

4t 



ra+i)=^'2[(i-l)-(î-l)+(l-i)- ]. (22) 

:=/2[{l+l)-(l+l)+(! + Jf)- ]0.(23) 



181. Problème XXII. Sommer la série 



1 . 1 . 
5=:sin y— r-jsin 3^+^; sin 5y — 



(24) 



Solution. On a 



ds i \ 

— =GOSf-— = C08 3ç+ s cosôy— ••••.; 



c'est'à-dire, par la formule (10), 



TÇ 






et 



jq) = sin9 — — sin3f + KiSin5f — -sin79+ (25) 



(*) Parmi ces formules (trouvées par Euler, Legendre, Poisson, Fourier, etc.), les 
plus iaiporlantes me paraissent être (7), (9), (10), qui donnent une infinité de développe^ 
mmU de n. 



' _• ' 
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182. Refnarques. I. Si l'on suppose f=-, on obtient 

1'= 1+i + 1+ i + H î L (26) 

Ainsi « la somme des inverses des carrés des nombres impairs est 

égale à ~. 

II. Il est facile de conclure, de ce théorème, la somme des inverses 
des carrés de tous les nombres entiers. En effet, soient 

1 1 1 i 

N=2â + 4ï+ë*"'"8''^ » 

1 1 i 1 

^ * «^ AS ^^ M ^ t'a •^ KH «^ •••••$ 



on aura 



donc 



S=S,+ Sp, Sp=l[l+i+l+ )=is; 



s=-,si. 



OU enfin 



"6 —*+25 + 3Î "+■■?"+■ ?*+ (^''^ 



III. La formule (7) donne, par un procédé semblable au précédent, 

■jT — 29+^<p*=cosç+^cos2(p + 3iCos394- (28) 

185. Problème XXIII. Sommer les séries 

y^ =:cos(pH-a;cos2(pH-aî*cos3ç+ (*), 

j5j =sin(p+a;sin 2ç+x'sin3ç+ , 

Solution. Si l'on compare ces deux séries à celles dont la somma- 
tion constituait le Problème XXI, il est clair que 

(*) Celte somwalion a été dODnée, d^uDe autre manière, dans le chapitre Y (131). 



I (29) 
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00, à cause des formules (5) : 

cos 9 — X siny -^^v 

184. Remarques. I. Pour que les séries (29) soient convergentes, 
X doii iire compris entre — t ei +1, exclusivement. 

IL Des formules (30), on tire 

y, _ cos y- a? ,,«_L.,t^ 1 ,«.> 

185. Problème XXIV. Sommer /es séries 



y,=:ajsin*(p+Ysin*2(p+irsin*3ç4- , 

j5,=a;cos* ç4- "2 cos*2ç+ — cos* 89+ 

Sbfoilfon. La sommation de ces deux séries dépend encore des va- 
leurs de y et de z (ProbL XXI). En effet, 



X* . x^ 



y, + «,= «4-Y + -3 + =— /(l— a?), 

Xj— y,==a;co82ç4-jcos494-— cos6ç+ =—5/(1— 2aj cos 29+0:*); 

donc 

y^=v — (1=^^)^ — ' ^^^ 

a,=— 1 /[(l--2a:cos29+aî*)(l— ^)*]. (H) 

186. Les formules (G), (H), traitées comme celles du n"" 180, 
conduisent à quelques conséquences remarquables, parmi lesquelles 
nous indiquerons seulement les suivantes, laissant au lecteur le soin 
de les démontrer : 

. , . œ* . ,0 , ^ • «t . ^ ,r/H-a;\M-2apcos25+^h 

aîsin«9+-58in Sy+^sin 69+ = g'LiîZ::ij i+2xcos29+H - 

a:cos>+ 3C0S«39+jC0S 59+ =g/[(ïz:^J ,,^eos2y4-xJ - 

a;sin*9— ^sin*39+-sin 09— = jarctg ^^_^.^^^.^^g^ , 

X COS» ç— ^ cos' 39+ ^ cos 59- = ^arc tg (^^^*y_^*^^^ . 
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sin*9— -sin*2ç4-=sin*39 — = — -icosf , 

i i i 

C0S*9 rC08*29+;COS'3ç— = -/(4co8 9), 

sîn*(p — -sin* 39+ -810*59+ ^^î» 

C08*9— =COS*39+5C08'5cp— =j (*). 

187. Problâme XXV. Sommer les séries 

^-i!^_2J^+3g^^ (33) 

Solution. On a trouvé, ci-dessas : 

5 — -9=sin9+-sin2<p + 2sin39+ » (7) 

1 • 1 • 1 • 

-9=sin9 — -8În29 + -8În39 — (13) 

Par conséquent, 

w 9 ^ç sinç sin2y , sinSy , ) 

1 ^f siny singy sinSy | 

i?~^'~^(H-o« 2(44-a«j'*"3(9-f-a«) y 

On tire, de ces deux équations, 

y 3-a [y:;:?+2^:^+3^;:P^,+ j, 

« 3-a (îTï^-24+^.+3^:i-t- J; 

c'est-à-dire 



y\=o^ys> z\=a%. 



Les intégrales générales de ces deux équations du second ordre sont 

y 3= A«*'^+ Be-*»?, 23= C«'»^H- D^-*»?, 

A, B, C, D étant des constantes, qu'il s'agit de déterminer. 

Or, si l'on multiplie les deux membres de l'équation (32), succès^ 



(*) Toutes ce» formules sont tirées dn Mémoire de M. Lobatto. 
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sivement par sin (fd<f et sin 2(pd(p, puis qu'on intègre entre et ir, on 
trouve : 

Ainsi 

A r't^f sin2<fdf+B re-"fs\a2<fdcf=^ -i-j. 
L'intégration par parties (150) donne aisément 

donc 
ou 



Ae^'^+Bc-^^zziO, A+B=^, 



(*] Ea général, si une fonction f{x) est développable de la manière suivante: 
/(a;)= A, sin oj-hAa sin 2ic-f-As sin 3a?H- -+■ An sin «oH- , 

on a A-= - I ffflî) sin nxdx. 

En effet, un terme quelconque, autre que An sin nx, donne Tintégrale 

A r« • j *i r«r / X / . X -ij ** rsinfp— «)û5 ' sin(fH-n)a;l 
Ap ( sin pa? sin »a;<te= -Ap I [cos(p — n)a;-hcos(p-Hi)a;](to=: - Api — ^-^ — i — I ^-^ — i- U=o ; 

Jo * t/o * l P— « 1H-» J 

en sorte que toutes les intégrales sont nulles, excepté 

An I "sin*na?dic=-An / *(!— C08afM5)(te=^An. 

La môme méthode est applicable aux séries qui procèdent suivant les cosinus des mul- 
tiples d'un arc x. 

(*•) Par exemple, 

fe^ sin <pd9 =— e^ cos ç-4-a J^e*? cos «pdç =3— c«? cos o-f-a[e** sin 9— aje^ sin çd?]; 



/»1C J 

donc I e«? sin <pd<p=; ;[«***-+-!] ; etc. 
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et euGn 

Oq trouve* de la même manière, 

C— -— î— 0=—-— 1— 



Les valeurs de y, et de js, sont donc 



y 3 2 e««— e-«': * ^ 2c«* — er^' 



de sorte qae 

siD9 g8in29 «sin3<p ^ sin4<p ^ gay — g-o? 

188. A^margties. I. Ces deux formules (qui rentrent l'une dans 
Tautre] subsistent pour toutes les valeurs de (p comprises entre et tt: 
la première est en défaut pour çznO, et la seconde, pour ç=:7r. 

H. Si Ton y change ç en ^ — 9, on obtient 

COS9 sin2c? ^cosSç t ^*'"'*? i_ ice*\« w — c~*l* w 

ï+â*"'"^ï+â* *M-a* 16-f.a»"*" 2 e-'^— «-•* ' 

coso ^siD2<p ^cosSo . sini^ iïe«v* w — p'^lî""^/^ 

l+a* î+â« 9+a«"*" 164-a«"*" 2 <-^— e-«' ' 

OU 9 plus simplement, 

C0S9 ^ cos3? , ,. cos5? »e«>t+e-«? , . 

îT?"^^9+J?'^^25+^~ —4":^ ZP' (36) 

f «4-e « 

^4+?~*î6H:?^^36q:s"« —4.- _«(^ (3') 

m. Les relations (34), (35), (36), (37) en donnent un grand 
nombre d'autres, analogues à oollos quo Ton a trouvées dans les n** 180 
et suivants. Par exemple. 



(•) Celle-ci renlre dans Téqualion (35). 
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iH-a* 9+ a* ' 25H-a« 2 «- 






_L-+.J ? I_+ =!!/2l^±^\ (39) 

i+a«^^9+a« 25-f-a* 494-o'~ 4^^ «î -a- 



IV. Si l'on change a en a/ — 1 dans les formules précédentes, on 
obtient 

siny I p Singy , ^ sin5y _ir sina(ir— y) 

ï=^+^ï=^^ 9=:^« + -2 sinair ' (*0) 

sin<p Q 8m2y ^^ 8in5<p , -k sin ay ,. . 



COSç Ç.C0S39 , ^ cosbç * ircosaç ,.^. 

ïi:^— ^ 9=ï?+^§8=:7»+ =i — ;• (*2) 



008 a- 

z 



4 3.5 ir 



i— a« 9— a« 25— a* , w 

4cosa;r 

2 



(43) 



cosa- 



1-a« ' 9-a ~25-at 49-a«+ " ï"^ ^ ' (**) 



cosa- 

2 



V. Les formules (43), (44) peuvent évidemment servir à calculer 
le rapport de la circonférence au diamètre. Elles donnent, par exemple, 

Jq ""• FTi """ 1 J4 » vi** 4*7 Iô"»5 ' * \* y 



18 1.5 7.11 • 13.17 19.23 
irv/6 1.3 5 7 



72 1.5 ' 7.11 13.17 19.23^ 

VI. L'équation (43) peut être mise sous la forme : 



(46) 



ff 



1,1 1 i . 1 2 



1— a l+« 3— a 5-Ha 6-+-a "^^ 

cosa- 

Si Ton prend les fonctions primitivg^, on a donc 

,;_if_i^ + i^_i'±2+ =/cot(l-a)î,(*). 

1— a 3— a 5 — a l-'-a ^ 'é^' 



(*) On n'ajoute pas de constante, parce que les deux membres s'annulent avec a. 

8 
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ou 

On a ainsi le développement, en produtt indéfini, de la fonction 
cot(l— a)^. Par exemple, 

ir ,^_5 4 8 10 14 ,.gv 

C0^=|/3z=:-.g.-.j^.~ (48) 

VII. De même» si, après avoir mis Téquation (&4) sous la Torme 

■hr"; — hi — TT'^TTZ — K — :: — kTZ "^ ^^ ^ 



1 — a l-H» 3 — a 3+a 5— a 5-H» * ' - ya • ^^ * . y*» • «' 
*-r« -r -1- 1— V'îaina- l+v/Ssina^ 

4 4 

on prend les fonctions primitives des deux membres, on trouve ai- 
sément 

tgO+fl)g ^^^^ 3-j-a 5--a 7--a 9jha ll-j-g 15— a ^ ,.q. 

, ,^ ,i7~l-a *3-a"5-Hi*7-4-a'9— a'il— a' 13-l-a ' ^ ' 

tg (1— o) g 

relation d'où Ton en pourrait tirer d'autres. 

VIII. Si, après avoir multiplié par 1 — a les deux membres de 
l'équation (47), on suppose a=l, on trouve la formule de Wallis : 

(50) 



• • • • • 



w 2 2 4 4 6 6 8 8 

2~î*5'3'5*5'7*7*9 

IX. Reprenons les équations 

^ ? ^ îi sJDV siD2y ginSy , i 

2 2 y»~ f l+a« "♦"2(4+a»} "*" 5(9-ha«) "*" T 

9^^ ij siny 8in2y , sinSy i 

2 ^»— * h-H»« 2(4+a«)'^3(94-a«)~ P 

trouvées dans le n« 187. Si Ton a égard aux valeurs de y, et de «3, 
on en déduit : 

siny , sin2(p , sinSy , — M li a*^*""»^— e-^*-?)\ i 
^^-a« » 2(44-a«j "^3(5+355"^ — i?r\* e«ic_,r^ -)— ?]> (51) 

siny 8in2(p , sinSy ^ 1 1 ^«f^^-af-i 

4^.a« 2(4-Ha«)"*"3(94^«)"*" ""ÎSl'P""^!,»*"-!',:-^!;!- (52) 
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Ces nouvelles relations, analogues aux formules (34) et (35), don- 
nent : 

1** En supposant 9 = 5: 

J! 1 1 _^ (A~e"^V , /gjx 

l+fls 3(9-|-a«)"^5(fô+a«) ~4a« a? -a* ' ^ ^ 

2"" En supposant a=: : 

-ïi^+-2i^+V^+ =42T(^~T)(2îr— cp); (54) 

3"* EnGn, pour a:=;:0 et f =s • 

i_l+i-i+ =^C). (55) 

189. Paoblâmb XX VL Somm^" les séries 

cos<p _, 22529 cosSç, 
C08Ç cos2(p cos3ç 

Solution. On tire, des équations (51), (52), en prenant les dérivées ; 
COS23P çosSî ^AU^^'-^^^^Ull (56) 

cosy cos2(p cos3? JLFi £!i£l!l!l /^ft7\ 

190. JRtfmar^utfs. I. En opérant comme nous Tavons fait ci-des- 
sus, on conclut, de ces deux équations, les formules suivantes : 

î^:^+4+7«+9:ra«+ =2^*r''^ïiî^=7=sî~*J' ^^^^ 

hI^— Ï^^S? + 9T^~ ~2^«L*~e««-e-J' (^^) 

cosy , cos2cp , cosSy , _^/ ^\« * ^« /«an 

COS9 008 2y , cosSy w* «p* ^^^v 

(*) Ce résultat, dit Lacroix, est assez remarquable, quand on le compare à Texpression 

1 11 1 n 



cosy 
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1.3^ 3.8^ 8.7 ^ 2 4 2^^' ^ ' 

_i 1— * — I — L.+ =J-[1— ojrcotoir], (63) 

_1 L.4.-J =^\^ il, (64) 

8inajr=a«(l— a*)(l— Ç) (l— j) , (65) 

9 25 49 

c<«o^= (l-4««)(l-f ) (l-f ) ; (67) 

etc. (**). 

II. Si, après avoir développé, suivant les puissances^de a, les deux 
membres de l'équation (65), on identiGe les deux développements, 
on trouve 

p — m p — JL- p HZ p — . 



120' ^~5040* "^""1.2.3 n' 

Dans ces relations, P„ représente la somme des produits n à n des 
carrés des inoerses des nombres naturels. On voit que toutes ces 
sommes dépendent uniquement de la transcendante désignée par 

)• 
lU. Semblablement, Téquation (67) donne 

^*~2l' ^^~ÏLV' "«~m?' '^»~ 1.2.3 2n.4»' 

Q,,, désignant la somme des produits n à n des inverses des carrés des 
nombres impairs. 

(*) Celte série remarquable a élé donnée par Fonrier. On l*obUent en retranchant 
membre à membre les équations (56), (57), et en supposant a— W"^ dans Féquation 
résultante. 

(**) Les développements du sinus et du cosinus, en produits indéfinis, ont été trouvés 
par Euler. 



r*') La relation P|<-^ , ou 






a déjà été indiquée (IRâ). 
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TROISIEME METHODE. 

191. Cette méthode de sommation, la plus féconde de tontes, 
repose sur la théorie des intégrales déGnies. Elle peut être exposée 
ainsi : 

Soit 

«=Wi+u,+ 4-«*ii+ 

la série convergente dont il s'agit de trouver la somme $. Si le terme 
général u„ est décomposabie en deux facteurs t?„, «?„, dont l'un soit 
égal à une intégrale définie connue f ), de manière que 



n=j fn{^)dx; 



on aura 
s 



= / ^bi,f,{x) + U^f^{x) + +U„fn{x)+ ]• 



Si donc l'on peut évaluer 

f{x)=:u,fXx)+u,f,{x)+ +u,,Ux) 

on aura enfin 



;z= i <f{x)dx. 



* • 



AppUoation. 

192. Problème XXYIL Déterminer 

11 1 

s=cosç+-cos2(p+ = cos3(p+ + -cosn(p+' 

Solution. A cause de 



(*) M. Bierens de Haan vienl de publier des Tables cCintégrcUes définies. Ce précieux 
recueil, composé de trois volumes ia-quarlo, donne les valeurs d*environ six mille inté- 
grales définies. 
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on a 






Par conséquent* 



8 



= / e"-*dte[cos9+c-*cos29+6-^cos3ç+ ]. 



Or, la série entre parenthèses a poar somme (183) : 

coscp — e— « 
4 — 2c-«cos ç-hc"** ' 

donc 



'=joï^ 



I e-*cos9 — ^** j 



L'intégrale indéfinie est évidemment 



donc 



4- 1 / (1 — 2e-^ cos (f+ e"^"") ; 



« = â'(2— 2coS(p), 



ou 



5=— /[2sin^9J} 
comme on Ta trouvé ci- dessus (180, III). 



QUATRIÈME MÉTHODE. 

193. Elle repose sur ce théorème évident : 
Soient 

f[x)=a^*cosx+aiCos2x+ 4-a«cosnaj4-' 

(f[x) = &i cos x-h 6, cos 2a5+ + 6iiCos nx+ 

deux séries convergentes. Si ton a égard aitx relations 



j cosnxcosna;d!x=Oy I cùê^nxdx=z^^ 
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«7 m résulte 

Oi6i+«i6»+ +o„ft„+ as- / f{x)(f{x)dx (*). 

t/0 



Applîoationf. 



194. PROBiiofE XXVIII. Sommer la série 



*~iM.3"*"3*.5.7"*"5«.9.11 "*" 



Solution. Nous avons trouvé, précédemment^ 

1 / <^ \ cosœ . cosScr , cosSo? . 
57r(7r— 2aj) = -^+-^5 1 — g; — h 

1 1 .1 cosœ . cos2a7 . cosSa; , 



81 



2 4 2 1.3 • 3.5 ' 5.7 

Par conséquent, 

ou 

195. Problèmb XXIX. Sommer les deux séries 



__i , i , J , i , 

y~ 4M.3"*"2«.3.5'^3«.5.7 "^ 4«.7.9"^ 

*~iM.3 2«.3.5 "*" 3«.5.7 4«.7.9"^ 

Solution. En partant des formules (60), (61), (62), on trouve 

y=2-|, ;ï=„_2-g. (69) 



(*) Ce théorème, énoncé d'une manière un peu différente, est connu sous le nom de 
formtUe de Parseval, filais la démonstration donnée par ce géomètre est inadmissible; car 
elle suppose l'emploi des deux séries 

ai-haa^+a8<«+ , 

6i+6a^i-hÔ5^H- ; 

et, si Tune d'elles est convergente, l'autre est généralement divergente. 
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196. Remarques. I. Ainsi qae cela devait être, 

II. Le lectear s'assurera aisément que les formules (68) et (69) 
sont des conséquenœs de celles-ci : 

6 — 1»^^ 2»^ 3» ' 

8 ~" 1« "*" 3« "^ ^ ■•■ 

2 = ± + i-+±+ 
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TRANSFORMATIONS DE SÉRIES. 

197. Étant donnée une série convergente, on peut se proposer 
d'en dédaire ane ou plasiears autres, plas convergentes que la pre- 
mière, et ayant même somme que celle-ci : c'est là ce qu'on appelle 
augmenter la convergence d'une série Q. On peut encore, quand on 
connaît le développement d'une fonction f[x)^ remplacer la variable x 
par une autre variable ij ayant avec la première une relation donnée; 
on obtient ainsi le développement d'une nouvelle fonction (p((), dé- 
veloppement qu'il serait quelquefois assez difficile de trouver direc- 
tement. Nous allons donner des exemples de ces deux espèces princi- 
pales de transformations, en nous bornant, pour la première espèce, 
à une méthode connue sous le nom de Hutian (^^, bien qu'elle ap- 
partienne à Euler (***). 



TRANSFORMATIONS DE PREMIERE ESPÈCE. 

198. Théorème. SoU une série convergente 

8=zUi tl,-t-tl, — U4 + (1) 

dont les termes, altemativemerU positifs et négatifs, décroissent indéfi- 
niment. Si Von fait 



{*) Non contents de résoudre ce problème, plusieurs géomètres ont prétendu trans- 
former certaines séries divergenies en séries convergentes. Nous croyons que cet énoncé 
est un non-sens. 

(**) Tracts on mathematicat andphilosophical subjects, 1. 1, p. 176 (1S19]. 

{***) Elle a été reproduite par M. Poncclet, dans son Mémoire sur l'appUcaUon de la mé- 
thode des moyennes (Journal de CreUe, t. XIII.) 
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Ui — u, = AMi(*), ^i — U3 = Ati,» ti3 — U4=:Âtt,» 

AttJ — Ati)= A V , Au, — Au3=r A*ti, , Au, — Au4= A*U|, 



0( JU0 Ton suppose 

Aui>Au,>Au,> 
AV>A»u.>A*u,>, 



on aura 



«=2Wi+jAUi+gA*Ui+^A'Ui + ^A*U4+ 

Démonstration. On a, d'après l'équation (1) : 

2«=u,+(tt,— H,)— (Wf— w0+(ti3— «4)— : 

c est- à-dire 

2s=Ui -l-AUi — Au, + Au, — AU4+ ; (2) 

ainsi les différences premières, prises altemativemeni avec le signe + 
et avec le signe — , forment une série convergente. 

La transformation précédente, appliqaée à Téquation (2)| donne 

is=2ui+ AUi + AV — A*u,+ A'tta— , (3) 

pnis 

8«= 4ui + 2AUi+ A*Ui + A*Ui— A*u,+ A*U3— , (4) 

1 65= 8ui-t-4Attt +aAHfi-f- AHiiH- ASi,— A*u, + (5) 



Actuellement» en verta des hypothèses précédentes et des équa- 
tions (2), (3), (4) ,ona 

1 ^1 1 



«>5«*i. «<5»i-l-5AUi, 



«>5Wi+4^«*i» S<jUi+jAUi+jAVt 
«>§Wi + jAUi+gAV» «<|Wi+jAU4+gAV+g^'tl4, 



(*) Attn que toutes les différeDces soient positives, on dit les soustnctioos dans un 
ordre conlrtiro à celui qui est généralement adopté. 
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et, en général, 

donc 

«=i«.+lAttj+iA»w.+lA'ui + (A) 

199, Remarque. Quand on limite la série (A) au terme —-^à^Ui, 
l'erreur commise est moindre que rjj^ ûk^'^^u^. 



Applications. 

200. Problâme XXX. Transformer la série de Leibniz : 

i=«-5+5-5 + J-A+ («) 

en une autre qui soit plus convergente (*). 
On trouve aisément 

^"'=0' ^««=à' ^«»=^' ^»*=o 

aS 2.4 .• 2.4 .• 2.4 
^«*=ÏX5' ^"«=3:5:7' ^»»=5X9 

A* — ^ 2.4.6 3 ^_^ 2.4«6 

^"'— rsx?' ^ "**- 3:5:7:9 » 

a4 ..^ 2.4.6.8 
^"*— 4.3.5.7.9' 



> 



donc 

^ I il. 2 1.2.5 1>2.5.4 i.2.5 n . ^^ /-v 

2~ "^3 "^3.5 "^3.5. 7 "^3. 5. 7. 9"*" "^3.5.7 (2n4-l) "^ ' ^ ' 

avec 

"^ 3.5.7 (2n-h3)' 



f) Dans le mémoire cité, M. Poncelet fait observer qu*OD devrait prendre près de 
50000 termes de cette série, si Ton voulut calcaler « avec cinq décimales. 
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201. Remarques. I. Le terme géDérai de la série (7) est réduc- 

911—1 

tibie à la forme -p— ^ P» étant un nombre entier qui satisfait à la re- 
lation 

2PfH-i) p 
* n — ^[ * 11— !• 

De plus, Pi=3. 

II. En admettant cette proposition Q, noas aarons, au lieu de la 
formule (7) : 

- — 1-4-i-k — -♦- — -4-— -4--i^-4- (R\ 

2~ ^3^15^70^^315^1386^ ^^ 

III. Si Ton cherche à sommer la série (7), on troave qu'elle est 
égale à 2 1 ^ ^. , . Par conséquent, 

n I 2 sinouJ* 
4"" / 2— sin»a* 

ce qui est exact. 

202. Problème XXXI. Transformer la série 



11111 



Solution. On a 



A * A * A * 
Awi=2» ^^^^Fs' ^^^^sTï* 

A« * At * A» * 

A'u,=i, ^'u,=^ 

^'^i=5 



Donc 






n Nous laissons au Ivcleur io soin do la démontrer. 
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203. Pboblève XXXII. Transformer la série 

S=:j— = i—X+X^ — X^+X^ — (10) 

fi d'autres qui soient plus convergentes. 
V Le calcul précédent conduit à 

2.=i-=?+(^)'-(^)"+ c») 

2^ Six surpasseif le même calcul, appliqué à la série (11), donne 
4^,_ï=5+(^')-_(î=?)-+ (.2) 

3"^ Semblablement, si x surpasse 3, où peut remplacer la sé- 
rie (12) par 

«•=»-t+(t)-(¥)"+ ' (") 

st ainsi de suite. 

204. Remarques. I. Les limites de convergence, pour les sé- 
ries (10), (11), (12), (13), sont, respectivement : 

x> — 1, aî> — 1, aî> — 1, aî> — 1, 
x<i 1 ; aj< 3 ; x<i 7 ; x< 15; 

II. Supposons, dans les deux premières séries, x= 2 : la série (10) 
deviendra divergente, et il serait absurde de prétendre, comme Font 
fait plusieurs géomètres, qu'elle est encore équivalente à son premier 
membre, ou que Ton a 

^=1—2+4-8+16— 

Néanmoins, V équation (11), déduite de la série (10) quand celle-ci 
était convergente, subsiste encore. En effet, 

2 1111 

- = 1 — i+i_l + i+ 

Ainsi, une série convergente {B),- déduite d*une série convergente (A), 
obtenue en développant une fonction F(x), peut, dans certains cas, re^ 
présenter encore F(x), après que la série (A) est devenue divergente Ç). 

[*) Cesi probablement là ce qu'ont voulu exprimer les auteurs qui se sont occupés de 
la transformation des séries divergentes en séries convergentes (197, première note). 
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III. Si, daos les séries (11) et (13), on suppose x compris entre 
— 1 et +1 , les termes de la première série devienneot tous positifs. 
Il rCest donc pas toujours nécessaire, pour t application de la milhoàe 
de Hutton, que les termes de la série proposée soient, allêmaiivemeni, 
positifs et négatifs. Il est vrai que, la série transformée pouvant être 
motns convergente que la série primitive , la transformation n'offre 
plus d'utilité {*). 

IV. Pour une même valeur de x, comprise entre = et 1, les séries 

(11), (12), (13), sont de moins en moins convergentes; mais elles 

le sont plus que la série proposée (10). Par exemple, ^=7 donne les 
résultats suivants : 



■(ir+(i)* 

iïïAÏÏ 

?='--S+(S)'H-(i)' 



• • • • • I 



7 ^8 

7 ^16 



THANSFORMATIONS DB SECONDE ESPACE. 

SOS. Dans le chapitre précédent, nous avons développé plusieurs 
fonctions suivant les sinus ou les cosinus des multiples de la variable. 
Nous allons retrouver quelques-uns de ces développements, et en ob* 
tenir de nouveaux, en supposant que la variable ait la forme pef^^K 
Les résultats auxquels nous arriverons par cette voie mettront en évi- 



(*) Soit, dans les séries (11)» {\% x=:h on trouve 



„=t>,.!..(|)V(!)V. 



3 

8 .5 /5\« /5\« 



ce qui est exact. Mais la seconde 9érlo t^t t>OMiicoup moins convaiEente iim la pieinière. 
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dence ane partie des secours que Taualyse mathématique peut at- 
tendre de l'emploi des imaginaires {*), 

206. Lemmes : 

lo <î±*v/-=r_cosic±>/'.I^ sin X (**). 

2« cosa;= ^ , sina;=: ^^^ ■■ . 

3- cos{é^l)=^, sin(«/=ï)=^^^=ï, 

207. Problème XXXIII. Développer, suivant les sinus et les co- 
sinus des multiples de (ù, la fraction 

i 

Solution. La formule 

J—z=:l+X + X*+x'+ 

1 — X 

trouvée en supposant a7*<l, subsiste quand x devient imaginaire, 
mais que son module est inférieur à Tunité f ^). Par conséquent, pour 
toute valeur du module p, moindre que l'unité, on a 

— L^=l+pe^v/^+pV^^^+pV"v/:=r+ 

j_pg«V/-i r r r 

OU 

208. La formule (1) serait à peu près inutile, si nous ne mettions 
son premier membre sous la forme A+BV — 1. Or, 

^ 1 — pe-**V/^ i — pfcos « — yZ—i sin «) ^ 

1 — pe*'^^~l_p(e«-\/=Ï4.g-«V/-=r)4,p« ~ 1— 2pco8cD-}.p« ' 

{*) MM. Briot et Bouquet ont publié récemment^ dans le Journal de V École polyteék- 
nique, un mémoire intitulé : Étude de$ fonctiom d'une variaUe imaginaire. Nous regret- 
tons que rexiguîté du cadre dans lequel nous avons dû nous renfermer nous ait empêché 
de rien emprunter à ce beau travail (septembre 1858). 

(*') Nous rappelons que ce lemme,dont les autres sont des conséquences immédiates, 
renferme la formule de Moivre (114). 

(•••) C'est ce qu'il est facile de démontrer. '■ 
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donc 

j3^^^.= psina)+p«sin2a)+p«8În3a)+ (B) 

Ces formates ne diffèrent pas de celles qne nous avons trouvées dans 
le Chapitre VI (Probl. XXIII), par un procédé beaucoup moins simple 
que celui-ci. 

209. Problème XXXIV. Développer la fonction e^^"'. 
Solution. Si, dans la formule (E) du n^ 112 : 

*'=i+î +1:2+03+ 

on remplace x par pc**^^^=p(co8o}+|/' — 1 sin w), on trouve 
^P(co8co+v/^sinco)^j2j_^ (cosn«+l/I=rsinn(o). (2) 

Mais 

donc la formule (2) se partage en 
eP*"'"*cos{psinw)=H-tco8»+/3COs2w+74-:;C083»-»- , (C) 

^ ' 1 l.ÎB 1.2.0 

«P"^'^sin(psina))= tsina>+5^sin2a>+Y;^sin 3a)+ (D) 

210. Remarques, l. Dans ces équations, le module p peut être 
quelconque, parce que les séries (B), (C) sont toujours conver- 
gentes (49). Si Ton remplace p par y^ — 1 (*), le premier membre 
de la formule (C) devient 

^v/^co9 co ç^g (y~i sin a))=[cos (coso)) +/=rsin (cos o))] ^'"H-r^"'' ; 
donc 

^r iintù . — sinA)\ / \ m C0S2«> . C0S4<i> COsGc» , ^^^ 

-(e'«-+e-"-)cos(co8«)==l-^^+^-2^-j^2;j;^g+ (E) 

*/ »in« • — 8iD(ù\ • / \ COS» COSSca COSStf» ;-v 

_(,..««^^ ..-»)s,n(cos«)=— -j^+^P33;j;5- IF) 

(*] Cette hypothèse est en contradiction avec la définition même da modale. Néan- 
moinS; les résultats auxquels nous allons arriver sont exacts , ainsi que Ton peut s^en 
assurer par une vérification à posteriori. 
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De même, la formule (D) conduit à 

jie e jsin^cosû»;— j 2 1,2.3.4^1.2.3.4.5.6 '^ 

- (e _e ) C08 (C08 ») — ^ ^-^ H- ^ g ^ ^ g — (H) 

II. La combioaisoD des quatre dernières formules donne encore 
ces résultats remarquables : 

• «)S(C08«)_1+^ -_____-^__+___-^-- ^ (I) 

«•->n(cosa.)= _+_^__^_^^^+j^^^^^+ (K) 

211. Problème XXXV. Développer les fonctions sin (pc*^""*)» 

Solution. Les formules 

sin aï— 4—1:21"*" 1 ,2.3.4.5 ~ * 



ap» . a?* 



cosaj=l-- + ^^^-^~ , 

donnent 

sin {pe^V/:=^)=2"(— l)y'*"*"'[co8 (2n + 1) a> +/IIÎsin (2n +l)a)], 

cos (pe**^'^)=2*(— A)« p*« [cos 2wû> + ^^^sin 2na,]. 
il reste à transformer les premiers njembres. Or, 

sin(pe**^"'*)=sin(pcos(k)4-l^ — 1 p sin cw) 
= sin (p cos 0)) cos (/ — 1 p sin û))+cos (p cos «) sin (K— 1 psin «)j 
=^sin(pcos«)(eP^^**+e-P"*"")+^cos{pcos«)(cP"'^«— e-^ 

cos (pô**^"*) = cos (p cos 0) -|- y — 1 p sin û)) 
= cos(pcos«)cos(l^ — Ipsinw)— sin(pcosa)) sin(l^ — 1 psino») 
==:lcos(pcos(^)(éjP'*»«+«-P '*»")— ^5sin(pco8(o)(eP""**—«^ 

Donc 

^(eP«i"«+e-?""*^)sin(pco8a))=^cos«— j^cos3w+ , (L) 

9 



L 
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|(eP**— «-***)cos(pcos«)=Jco«w— j^co93a-|- (M) 



i(ee— +e-f*-)cM(pcM»)=l--^^26»+ (N) 

! (aP * -_e-f ••«•)rin (p cos «) = ^«in 2«— j^mb *»+.....; (P) 
pois 

€^"'*sin(pcoSb>)=jCOSb>+/ssiD2'* — 7^-=co8 3» — , (û) 

«^■'■•co8(pco»«)=l+ |-siD« ~ ^^^M^^^' î W 

etc. 

212. Problèo XXXYI. Développer la ftmeiiùn l{i+pé^^). 
SoluiUm. En opérant comme dans les problèmes précédents, on a 
d'abord 

pais, si l'on suppose 



l4-p(cos»+l^ — 1 sin »)=e*(cosB+K — 1 sin B) ; 
A=|/(H-2pco5«+p*), B=aittgj:^î^; 

* ftp*** "* 

-/(l+2pcosûH-p*)=^cos« — |-cos2«+^cos3« — ^cos4iH-....» (S) 

s SÎD •» •• P*--*.f^"«» ft*«». ^^ 

arctff-r^ =:jSin«i>— Vsin2ù>+^sin3ci>— ^-sin4<.>+ (t) 

Ces formules ont été troarées dans le Chapitre YI (Probi. XXI). 
215. PaoBiÈME XXXVll. Défcelopper la fimciim arctg(pe"^^. 
Soluiion. On a 

arc tg VP«*'*^)=Ilj(— *)'^£ï [«»(2»-l)«+»^=r«n(2w-lH- 
Soit arc tg {o cos u>+K^^p m» w)= A+B^^^ ; 

alors arc tg (p cos «>— |/ — 1 p sin w)= A — B »^^ ; 

pais 
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La dernière éqaation donne 

puis B=- l , J . — -^. 

On a donc, an Heu du déyeloppement ci-dessns : 

1 . 2pC0S6> p P' A . P* r /VY\ 

- arc tg -^^--5- = q- cos 0) — ^ cos Sco + ^ cos Sco — , (U; 

1 , l4-2p sin fc»+P* P . P* • *» • P* • c /TT\ 

ainsi qu'on Ta trouvé précédemment (180, I). 
214. Problème XXXYIII. Développer la fonction 

arc sin (coso) + [/^^l sin co). 

Solution. La formule (D) du n"" 142 : 

. 1 œ» i.3x» , 4.3.5 x' , 

arcs,naj=«+.^-4.--+^^-+ 



devient d'abord 

arc sin (cos o) + [^ — 1 sin co) (3) 

Soit 

arc sin (cosci)+ / — 1 sin o))=A+Bk^ — 1, 
ou 

coso)+ 1/^^ sin o)=sin (A+B |/^1). 

On conclut aisément de cette équation : 

2co8<i)=:(e^+e~*)sin A, 28inci)=(e^ — e"*)cos A ; 

puis 

cos* » sin* « - 

III ■ — • X * 

sin* A cos* A ' 

et enfin 



cosA=Ksinu>^ sinA=Kl — sinco, B=/(J^1 +sin w+Ksinw). 
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Ces valeurs, substituées dans l'équation (3), la décomposent en ces 
deux-ci : 

arccos(K 8in&))=cos&)+j^cos3&) + 5-^cos5ro+ , 

2*«j 2*4. D 

/[l^l+sinw+l^sinck)]==sinw+— sin3ck)+r-^sin5w+ ; 

d'où Ton en pourrait tirer beaucoup d'autres. 



FIN. 



^^ 



